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DÉTERMINATION  DE  LA  DIRECTION  DES  VIBRATIONS 
DE  L’ÉTHER  LUMINEUX  PAR  LA  POLARISATION 
DE  LA  LUMIÈRE  DIFFRACTÉE. 

SKAN1).  N  ATUlîK.  KolUI  ANUE.  VIII.  P.  478  187. 

P< ><*<«.  ANN.  CM.  lSiil).  l\  îJW  :!l>8.'-  '•  NOTE 

La  question  de  savoir  si  [os  vibrations  do  la  lumière 
son!  perpendiculaires  au  [)lan  de  polarisation  ou  si  elles 
se  Imuvenl  dans  re  plan  n’est  pas,  nomme  on  sait, 
malgré  sa  grande  importance  théorique,  encore  complète¬ 
ment  tranchée.  Si  l’on  compare  les  différents  arguments 
<pii  plaident  en  laveur  de  l'une  on  do  Vautre  supposition, 
il  n'y  (ai  a  que  deux  auxquelles  on  peut  assigner  une 
importance  essentielle  pour  la  décision  de  la  question, 
savoir:  les  expériences  de  Je  min  sur  la.  réflexion  do  la 
lumière  par  les  substances  transparentes,  et  la  polarisa¬ 
tion  de  la  lumière  dilTraclée. 

Les  expériences  citées  on  premier  lieu  n’ont  été 
jusqu’ici  expliquées  que  par  la.  supposition  (pie  les  vibra¬ 
tions  sont  perpendiculaires  au  plan  do  polarisation.  Mais 
la  preuve  n’est  pas  décisive,  parce  que  jusqu’il  présent 
l'hypothèse  du  changement  brusque  de  l’indice  de  rétrac¬ 
tion  à  la.  surface  do  séparation  des  deux  substances  a 
servi  de  base  à  tous  les  calculs,  tandis  cju’on  peut  ex¬ 
pliquer  complètement  les  expériences  do  Jamin  (comme 
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je  le  démontrerai  dans  un  mémoire  sur  la  réflexion  de  la 
lumière)  par  les  formules  de  Fresnel  relatives  à  la  réflexion 
et  à  la  réfraction,  en  supposant  que  ces  formules  sont  ad¬ 
missibles  pour  une  variation  infiniment  petite  de  l’indice 
de  réfraction  et  pourvu  qu’il  existe  une  couche  continue 
établissant  la  transition  entre  les  deux  milieux.  On  peut 
maintenant  se  poser  la  question  de  savoir  s’il  est  permis 
en  toute  rigueur  d’admettre  les  formules  de  Fresnel  dans 
le  cas  d’une  variation  infiniment  petite  de  l’indice  de 
réfraction,  et  si  les  formules  peuvent  être  dérivées  de 
Tune  ou  de  l’autre  des  deux  hypothèses  sur  la  direction 
des  vibrations.  Ces  deux  questions  seront  traitées  dans 
un  troisième  mémoire. 

La  rotation  du  plan  de  polarisation  de  la  lumière 
diffractée  nous  conduit  par  une  autre  voie  à  la  déter¬ 
mination  de  la  direction  des  vibrations.  Il  y  a  déjà 

*  note  2.  plusieurs  années  que  Stokes*  a  prouvé  mathématique¬ 

ment  que  le  plan  de  polarisation  de  la  lumière  polarisée 
est  dévié  par  la  diffraction.  On  a  cependant,  et  non 
sans  raison,  élevé  des  doutes  sur  l’exactitude  de  ses  ré¬ 
sultats,  parce  qu’il  n’a  qu’incomplètement  résolu  le  problème 
de  la  réfraction  ;  c’est  pourquoi  j’ai  cherché  à  obtenir  la 
solution  complète  du  problème  à  l’aide  de  méthodes 
différentes,  dont  j’ai  trouvé  l’application  la  plus  étendue 
dans  la  théorie  de  l’élasticité. 

Si  un  mouvement  ondulatoire  traverse  une  ouverture 
pratiquée  dans  un  plan  solide,  des  ondes  partiront  de  l’ouver- 

*  note  s.  ture  pour  se  propager  des  deux  côtés  du  plan.*  On  ne  con¬ 

naît  pas  le  mouvement  dans  le  plan,  mais  le  mouvement 
dans  l’ouverture  est  déterminé  par  la  condition  que  la 
somme  des  composantes  de  l’onde  incidente  et  de  l’onde 
réfléchie  soit  égale  à  la  composante  de  l’onde  transmise, 


et  que  les  prissions  normales  et  tangentielles  des  deux 
cotes  du  plan  de  l'ouverture  soient  égales  entre  elles  en 
‘‘Inique  point.  Nous  désignerons  lus  composantes  de  l'onde 
incidente  par  u ,  r,  w,  (‘elles  do  Fonde  transmise  par 
ux,  i\,  et  celles  do  Fonde  réfléchie  par  aa,  v.À,  w,y  Nous 
supposerons  de  plus  que  le  plan  des  coordonnées  (y  3) 
coïncide  avec  l'ouverture. 

De  lu  première  condition  il  résulte  qu’on  aura  pour 
x  0 


h  I  ",  r  i  vx  0,  ic- 1  n\  v\  0,  (1) 

et  au  moyeu  de  ees  équations  on  trouve  facilement,  en 
vertu  de  la  seconde  condition,  pour  x  0, 

H»  S  «.  «,)  ()  flf.i'  \  >\  *’,)  d(w  |  «0 

<:<■  ’  /te  '  /te  ’  W 

Si  les  ondes  incidentes  sont  dos  oncles  lumineuses, 
on  aura 

/de  /ia  .  f)w  0 

Hx  1  inj  1  dz 


et  on  satisfera  aux  équations  (1)  et  (2)  par  la  supposition 


dul  /te,  ,  /)»-, 
/te  1  /<//  :  /te 


//«,  ,  /te,  ,  ()wt 

'  /te  v  thj  1  /te 


O,  (3)**NOTK4, 


par  où  l’on  voit  qu'il  no  ho  Ibrtneni  pus  il’ondos  de 
condonsution. 

1  jH  loi  «lit  tnouvemont  okI  exprimée  pur  1’équation 
différentielle 

/ia  |  //*  //’  1  fl* 

/te8  (  /y  S‘/tea  lo'dt* 


à  laquelle  I  oui  os  los  composantes  doivent  .satisfaire,  ai 
désignant,  la  vitesse  de  propagation  et  t  le  temps.  Ou 
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satisfait  à  cette  équation,  comme  on  le  voit  facilement, 
par  l’expression 

<p  (co  t  —  r) 
r 

où  _ 

r  = 

et  par  conséquent  aussi  par  l’expression 

Si  les  limites  des  intégrales  correspondent  aux  limites 
de  l’ouverture,  la  fonction  0  aura  encore  la  propriété 
que  sa  dérivée  partielle  par  rapport  à  x  sera  égale  à. 
^ p{(ot,y,z )  si  x  passe  d’une  valeur  positive  à  zéro  et  si 
le  point  (y,  z)  se  trouve  à  l’intérieur  de  l’ouverture.  Si 
x  passe  d’une  valeur  négative  à  zéro,  la  dérivée  sera 
égale  à  — <p{<ot,y,z),  et  si  le  point  (y,  z)  se  trouve  en 
dehors  de  l’ouverture,  la  dérivée  sera  égale  à  zéro  pour 
x  =  0.  En  effet,  si  l’on  différence  l’intégrale  par  rapport 
à  æ,  x  entrera  comme  facteur  dans  le  résultat,  et  en 
conséquence,  pour  x  —  0,  tous  les  éléments  de  l’intégrale 
s’évanouiront,  excepté  ceux  pour  lesquels  r  est  en  meme 
temps  égal  à  zéro,  c’est-à-dire  y  égal  à  /?  et  z  égal  à  y. 
En  conséquence  on  aura,  si  x  est  positif  et  si  le  point 
se  trouve  entre  les  limites  de  l’intégrale, 

<f  ('ù)t'  v'  ^  =  9 ('a)t:  v'  ^  ’ 

et  si  x  est  négatif, 

60]*^  r  f  \ 

dx  P  2/’  * 

Introduisons  des  fonctions  analogues 


V,  X ,  4>x,  91,  Xï , 
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urinées  au  moyen  «U*  <f<,  y,  <pv  tl°  lil  int‘me 

manière  que  (fl  l'est,  au  moyen  de  <p,  et.  posons 


fl<flx 

t)(F  ! 

K) 

IKr 

flx 

D(F  1 

K) 

l>x 

l'y 

d.\; 

fl  (F  | 

i'\) 

d.r 

fl  s 

choisissant  tes  fonctions  F  et  F,  de  façon  que 


lUt, 

!  /ir‘ 

, 

lix 

'  <'// 

1  to 

ut 

tpll“ 

/î  1 

fl  y; 

1  /!AV| 

1  FF 

r\r  ! 

< P  ! 

<’!/ 

«r  flt* 

/ 

■V>,  , 

U>F  , 

fl  S 

1  FF, 

(V  ■ 

lu,  ‘ 

Hz 

«>*  W*  ' 

JF 
II'\ 

Nous  attribuons  tes  mêmes  valeurs  aux  composantes 
"a-  'V  “'a  tl<‘  l'êlléctiie;  on  doit  toutefois  remarquer 

que  x  est  toujours  positif  pour  les  premières  et  toujours 
nogalir  pour  lus  dumiuros. 

Supposons,  ce  qui'  nous  démontrerons  plus  lard, 

,lu’unnü  ,  oFty  "  m* 

|  F\"9  <>  et  (V'|  «>i  U) 

et  nous  aurons,  en  vertu  de  (1),  pour  x  0, 

tf-i-M,  «i  11  0  | 

|  r,  i\  «'  "2  <pt  {<»t,  y,  -)  ()  f  (  ' 

ir  i  >r,  ><\  ir  y,  *)  ’ 

(‘t  en  vertu  de  (2),  pour  x  -  <>, 


*  M)TK 
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8{u  ~f-  «G — 

«i) 

du 

_ Q 

dx 

dx 

8(v  -f-  ^*2  — 

_  8v 

_ y) 

dx 

ôx 

8{wJrii\ — 

“0 

8  w 

_ o 

dx 

8x 

>t,y,z)  =  o 

>t:  y,  z)  =  0 
il%(ü)t,îj,z)  =  0. 


(9) 


On  a  donc  satisfait  à  toutes  les  conditions  et  déter¬ 
miné  les  fonctions  <p,  ç^,  è,  ...  On  démontrera  à  pré- 
noïe  6.  sent  sans  difficulté  l’exactitude  des  équations  (7).* 

Le  problème  de  la  diffraction  est  donc  résolu  com¬ 
plètement  par  les  équations  (5),  (6),  (8)  et  (9). 

Passons  maintenant  au  cas  spécial  où  fonde  lumi¬ 
neuse  incidente  est  plane;  alors  les  composantes  sont 
exprimées  par  les  équations  suivantes 

n  =  çG\  V  =  TjC ,  CO  =  ÇC, 

dans  lesquelles 

G  =  cos  k{cot  —  cix —  by —  cz ), 
note  7.  ciç-A-brj  -p  cÇ  =  0,  cf-j-ff-j-cr  =  1.* 


Nous  ne  chercherons  à  déterminer  le  mouvement 
que  dans  le  cas  d’un  point  situé  à  grande  distance  der¬ 
rière  l’ouverture  de  l’écran.  Nous  supposons  donc  que 
r  soit  très  grand,  et  en  désignant  par  p  la  distance  du 
point  à  l’origine  des  coordonnées,  nous  écrivons 


r  =  vv+(y— /3)2+0— r)2  =  p — — nj  i 


OU 


1/V-j-  y~-\~  2r,  m 


z 

P 


Nous  avons  de  plus 


<> 

/,  )n,  //  étant  les  cosinus  des  angles  (fue  le  rayon  dif- 
tracto  (ail  avec  l(\s  axes  de  coordonnées.  Un  Irouve 
maintenant  à  cause  de  (U) 

<p  {ait,  y,  r)  J  akç  sin  k(«jf  b  y  ~rS)  , 

d'où  il  sud.  < [ i u- 

<I>  l  a  k  $>S  , 
où 

^  ï>Lù'^,^sin Ifü/'  I  O'-  0/3-1  («  êrl- 

tën  cherchant  de  celte  manière  les  valeurs  des  dif¬ 
férentes  fonctions  < jui  entrent  dans  (f>),  on  aura 

",  lb(«  I  l)\ç  -!(lç  \->»rj  !  <)|*S\ 

/\  i  /•’  (//  !  i)\y  iu(/ç  |  m  y  j  ;/C)bs\ 

\k(«  |  /)|C  1l(Iç  \  Ut  Yj  |  n  C)  |  kl . 

(  les  expressions  sont  encore  adnùssil)les  pour  Ponde 
réfléchie,  mais  alors  /  esl  négatif.  On  mira  par  exemple, 
pour  un  point  situé  dans  la  direction  opposée  à  celle  du 
rayon  incident,  a  j  /  0,  et  par  conséquent  toutes  les 

cou i posa ut.es  du  mouvement  sont,  ici  édiles  à  zéro.  Stokes 
a  obtenu  le  même  résultat,  bien  qu'il  no  tienne  pas 
compte  de  Ponde  incidente  et  qu'il  n'ait  pas  complètement 
résolu  le  problème.  Si  Pou  tait  passer  un  plan  par  le 
rayon  incident  et  le  rayon  ditîracté,  et  si  Pou  désigne 
par  u  Pan^ie  que  fait  la.  direction  des  vibrations  du  rayon 
incident  avec  la.  normale  à.  ce  plan,  par  ax  Panade  que 
fait  la  direction  des  vibrations  du  rayon  ditîracté  avec 
la  même  normale»,  on  trouvera,  facilement  Péquation  de» 
Stokes 

Itf  ttx  cos  fi  -  Ig  a  ,*  "  xoti 


(ni  ne  dépend  ni  de  la  forme  ni  de  la  position  do  l'ouver- 
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ture.  Après  diffraction  par  une  fente  verticale  ou  par  un 
réseau,  les  vibrations  seront  donc  plus  verticales.  Mainte¬ 
nant,  selon  que  les  expériences  montrent  que  le  plan  de 
polarisation  devient  plus  vertical  ou  plus  horizontal,  les 
vibrations  seront  parallèles  ou  perpendiculaires  au  plan 
de  polarisation.  Toutefois  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue 
le  fait,  supposé  dans  toute  cette  analyse,  que  l'écran  est 
un  plan  qui  ne  participe  pas  aux  vibrations  et  qui  ne 
réfléchit  pas  de  lumière  par  ses  bords. 

Les  expériences  qui  ont  été  faites  jusqu'ici  ne 
tranchent  pas  la  question;  car,  tandis  que  Stokes  a  trouvé 
au  moyen  de  réseaux  verticaux  tracés  sur  verre  que  le 
plan  de  polarisation  devenait  plus  horizontal,  Holzmann 
a  obtenu  des  résultats  contraires  au  moyen  de  réseaux 
au  noir  de  fumée.  Pour  parvenir  à  un  résultat  définitif, 
j'ai  donc  fait  une  série  d'expériences  avec  différents 
réseaux. 

Je  fais  tomber  dans  la  chambre  à  travers  une  len¬ 
tille  convergente  la  lumière  du  soleil  fixée  par  un  hélio- 
slat.  A  quelque  distance  du  foyer,  une  lentille  plus  petite 
intercepte  les  rayons  et  les  envoie  à  peu  près  parallèles 
sur  un  prisme  de  Nicol  fixé  dans  un  tube  muni  dTm 
cercle  divisé.  Une  aiguille  pourvue  d'un  vernier  indique 
sur  le  cercle  l’angle  que  fait  avec  la  verticale  le  plan  de 
polarisation  du  rayon  transmis.  A  une  distance  de 
7  moires  à  peu  près,  la  lumière  tombe  sur  un  réseau 
vertical,  qui  est  fixé  à  une  petite  plate-forme  au  centre 
d'un  cercle  divisé  horizontal.  Devant  l’objectif  on  a 
placé  un  prisme  biréfringent  de  quartz,  qui  divise  le 
rayon  polarisé  en  deux  rayons  polarisés  à  angle  droit. 
On  peut  faire  tourner  ce  prisme  autour  de  l’axe  de  la 
lunette.  On  verra  donc  dans  la  lunette  deux  franges  horizon- 


iî 


laits  de  lumière  diffractée,  qui  auront  en  pondrai  une 
clarté  différente;  niais  si  l’on  l’ail  loumer  ou  lu  Nieol  ou 
le  prisme  biréfringent,  les  intensités  dcus  deux  images  pou- 
venl  (lcvV(U îir  égales  1 1 rt^  elles. 

Les  expériences  soûl,  en  général  la i ü vs  de  la  manière 
suivante.  On  lait  tourner  le  prisait1  de  Nient  jusqu'à  ce 
que  le  pla.u  de  polarisation  fasse  un  an^le  de  dr>°  avec 
la  verticale,  et.  la  lunette  est.  réglée  de  telle  manière  que 
le  (il  vertical  du  réticule  passe  par  les  deux  points  lumi¬ 
neux,  et  le  lit  horizontal  au  milieu  des  deux  franges 
horizontales  de  la  lumière  di (Tractée.  Après  avoir  fait 

tourner  la.  limette  d'un  an^’le  y?,  on  amène  les  doux 

franges  à  la  même  intensité  en  Taisant  tourner  le  quartz. 

La  lunette  est  de  nouveau  ramenée  à  0°  et.  le  Nieol  est 
tourné  jusqu'à  en  qu'ma1  des  franges  devienne  complète¬ 
ment.  invisible. 

Si  maintenant  le  prisme  de  Nieol  a  Tait  mit*  rotation 
d'un  an^’le  o  (<}  i  <)(>'  ou  o  |  1X0“),  h*  plan  de  pola¬ 

risation  a  fait  une  rotation  de  <ï  ,  en  admettant  toutefois 
que  la  lumière  ne  soit  pas  polarisée  elliptiquement,  par 
la  diffraction.  Si  l'angle  é  est  positif,  le  plan  de  polari¬ 
sation  est  devenu  plus  horizontal. 

J'ai  souvent  aussi  déterminé  d'abord  à  et.  ensuite 
l'angle  de  diffraction  fi  pour  lequel  les  doux  franges  ont 
une  clarté  é^ale. 

il  peut  pourtant  se  glisser  ici  une  erreur,  que  je  n'ai 
remarquée  qu'a  près  avoir  fait  plusieurs  expériences.  Si 
par  exemple  la  partie  supérieure  d’un  réseau  donne  une 
ima^e  de  diffraction  d'une  intensité  plus  grande  que  celle 
de  la  partie  inférieure,  l'image  supérieure  sera  trop  claire, 
lors  même  que  le  réseau  couvrirait  tout  l'objectif ,  ce 
qui  était  toujours  le  cas.  Si  cette  ima^o  est  polarisée 
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horizontalement,  d  sera  trop  grand  ;  si  au  contraire  elle 
os(.  polarisée  verticalement,  d  sera  trop  petit.  Une  ex¬ 
périence  complète  doit  donc  être  suivie  d’une  autre,  dans 
laquelle  le  quartz  est  tourné  de  180°;  la  moyenne  des 
deux  valeurs  de  sera  alors  la  vraie  valeur. 

Si  Ton  ne  lait  pas  cette  correction,  ou  peut  com¬ 
mettre  des  erreurs  considérable^  en  particulier  avec  des 
réseaux  au  noir  de  fumée,  et  je  présume  que  ce  sont 
précisément  des  erreurs  de  cette  nature  qu’a  dû  commettre 
1  lolzmann. 

11  observa  en  effet  avec  un  réseau  au  noir  de  fumée, 
pour  une  diffraction  de  20°,  une  différence  sensible  de 
clarté  entre  les  deux  images  polarisées  verticalement  et 
horizontalement.  Une  telle  différence  se  verrait  avec 
n'importe  quel  réseau  au  noir  de  fumée,  car  ils  présentent 
tous  celle  cause  d’erreur;  l’une  des  deux  images,  supé¬ 
rieure  et  inférieure,  paraîtra  plus  claire  que  l’autre,  mais 
indépendamment  de  la  direction  de  polarisation.  Avec 
un  réseau  absolument,  parfait  M.  Holzmann  n’aurait  pu 
observer  la  petite  différence  qui  se  produit  en  réalité. 

Mes  premières  expériences  ont.  été  faites  avec  des 
réseaux  tracés  sur  or  (1000  stries  par  pouce  de  Paris).  ‘La 
lumière  polarisée  sous  un  angle  de  45°  avec  la  verticale 
donna  après  diffraction  doux  images  dont  je  ne  pus  faire 
disparaître  aucune  par  la  rotation  du  quartz  ;  ce  qui  se 
munira  encore  plus  évident  quand  le  réseau  fut  tourné 
obliquement.  11  fallait  donc  ou  que  la  lumière  diffr actée 
lut  polarisée^  elliptiquement  ou  qu’elle  fût  en  partie  trans¬ 
formée  en  lumière  naturelle.  C'est  la  première  supposi¬ 
tion  qui  était  juste,  ce  que  j’ai  conclu  du  fait  qu’on 
peut  par  diffradion  transformer  Iti  lumière  polarisée 
elliptiquement  on  lumière  polarisée  en  ligne  droite  ou  en 
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cercle.  En  effet,  quand  je  faisais  passer  la  lumière  pola¬ 
risée  dans  un  azimut  a  par  un  parallélépipède  de  Fresnel. 
dont  les  surfaces  réfléchissantes  faisaient  un  angle  de  45e 
avec  la  verticale,  on  pouvait  toujours  choisir  a  de  manière 
à  faire  évanouir  complètement  hune  des  deux  images,  ou 
de  telle  sorte  que  les  images  eussent  toujours  une  clarté 
égale  quand  on  tournait  le  quartz. 

Par  des  mesures  faites  de  cette  dernière  manière, 
je  me  suis  convaincu  que  le  phénomène  est  essentielle¬ 
ment  identique  à  celui  qu’on  voit  par  la  réflexion  sur 
une  surface  métallique  polie,  car  l’effet  de  la  lumière 
transmise  et  diffractée  par  l’ouverture  est  presque  imper¬ 
ceptible  en  comparaison  de  la  lumière  réfléchie  par  les  bords. 

Je  construisis  ensuite  différents  réseaux  au  noir  de 
fumée.  Des  verres  bien  polis  furent  noircis  à  la  fumée  de 
camphre,  puis  humectés  de  quelques  gouttes  d’essence  de 
térébenthine,  afin  de  fixer  la  fumée  sur  le  verre;  enfin 
les  plaques  de  verre  furent  divisées  en  stries  longues 
d’un  pouce  au  moyen  d'une  machine  à  diviser  (2,  5,  10, 
IG  stries  par  millimètre).  Avec  ces  réseaux  je  n’ai  pas 
observé  de  polarisation  elliptique.  J’ai  n'ai  trouvé  aucune 
différence  perceptible  entre  les  divers  réseaux;  c'est  pour¬ 
quoi  je  me  borne  à  indiquer  la  moyenne  de  toutes  les 
expériences  faites  avec  les  différents  réseaux. 

Le  réseau  étant  perpendiculaire  au  rayon  incident, 
et  la  couche  de  fumée  tournée  vers  la  lunette,  comme 
c’était  le  cas  dans  les  expériences  de  Holzmann,  la  rota¬ 
tion  du  plan  de  polarisation  était  extrêmement  petite; 
aussi  me  suis -je  borné  à  déterminer  exactement  cette 
rotation  pour  un  seul  angle  de  diffraction  (65°).  Le  plan 
do  polarisation  était  incliné,  comme  dans  toutes  les 
expériences  suivantes,  d’un  angle  de  45°  sur  la  verticale. 
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Comme  moyenne  j’ai  trouvé  pour  /?  — -  65° 
â  =  1°52\ 

Le  plan  de  polarisation  s'était  donc  rapproché  très  peu 
de  l’horizontalité.  En  faisant  /?  plus  grand,  j’ai  trouvé 
que  a  devenait  plus  petit,  ce  qui  m'a  fort  surpris  au 
commencement. 

En  tournant  le  réseau  et  en  disposant  la  couche  de 
fumée  du  côté  opposé  au  rayon  incident  et  normalement 
à  ce  rayon,  on  augmenta  la  rotation  du  plan  de  polari¬ 
sation  dans  la  meme  direction  positive;  et  j’ai  trouvé  pour 


Ces  résultats  ne  sont  donc  concordants  ni  avec  les 
expériences  de  Iiolzmann  ni  avec  les  conclusions  qui 
semblent  le  plus  immédiatement  découler  de  la  théorie.  Je 
crois  pourtant  qu’ils  peuvent  être  expliqués  de  la  manière 
suivante.  Si  la  lumière  va  d’abord  par  le  verre  et  ensuite 
par  le  réseau  au  noir  de  fumée,  tout  se  passe  à  peu 
près  comme  si  le  noir  de  fumée  était  dans  l’intérieur  du 
verre,  ce  qu’oiî  peut  aussi  conclure  du  fait  qu’aucune 
réflexion  n’a  lieu  à  la  surface  de  séparation  du  verre  et 
du  noir  de  fumée.  La  diffraction  a  donc  lieu  dans 
l’intérieur  du  verre,  puis  le  rayon  diffracté  est  réfracté 
en  sortant  du  verre.  Soit  la  diffraction  dans  le  verre 
(/?  la  diffraction  observée)  et  n  l’indice  de  réfraction  du 
verre  ;  on  aura  sin  /3  =  n  sin  /9r  Par  la  réfraction,  le  plan 
de  polarisation  est  de  nouveau  dévié  et  devient  plus  vertical. 
Supposons  donc  que  les  vibrations  soient  perpendicu¬ 
laires  au  plan  de  polarisation;  alors  la  rotation  dx  de  ce 
plan,  produite  par  la  diffraction  /?1,  est  déterminée  par 
l’équation 

tg(4o°— dj  =  cos  j31 . 
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Par  suite,  si  d  désigne  la  rotation  du  plan  de  pola¬ 
risation  après  la  réfraction  par  l'autre  surface  du  verre, 
on  trouve  au  moyen  des  formules  de  Fresnel 


tg  (45° — â) 


tg  (45°— o\)  =  cos/2, 
cos(0— &)  cos^S— &)  * 


L’indice  moyen  de  réfraction  n  a  été  déterminé  par 
des  expériences  sur  l’angle  de  polarisation;  j’ai  trouvé 

lo  gn  =  0,18886. 


Si  j3  =  65°,  on  obtient  ô  =  2°  11',  ce  qui  s’accorde 
bien  avec  les  expériences,  qui  ont  donné  à  =  1°52'. 
Que  â  devienne  plus  petit  quand  j3  devient  plus  grand, 
comme  l’ont  montré  les  expériences,  c’est  ce  qui  résulte 
aussi  de  ce  calcul.  Si  au  contraire  le  noir  de  fumée  est 
tourné  du  côté  du  rayon  incident,  la  lumière  est  diffractée 
avant  de  passer  par  les  deux  surfaces  du  verre.  On 
aura  donc 


tg  (45°— <?) 


_ cos  f)  g 

cos2p— A)  ’ 


*  NOTE 


et  par  suite,  pour  ft  —  65°, 

à  =  16°  2' 30". 

Les  expériences  ont  donné  ici  une  valeur  décidément 
trop  petite,  ce  qui  indique  que  la  manière  dont  les 
choses  se  passent  n’est  qu’approximativement  celle  qui 
a  été  supposée,  et  que  la  diffraction  du  rayon  a  lieu  en 
partie  dans  l’intérieur  du  verre.  C’est  ce  qui  devient 
plus  manifeste  si  l’on  place  le  réseau  dans  une  position 
oblique,  de  manière  qu’il  fasse  des  angles  égaux  avec  le 
rayon  incident  et  avec  l’axe  de  la  lunette;  j’ai  trouvé, 


IG 


en  effet,  pour  une  diffraction  de  90°,  <5  égal  à  20°  et  non 
à.  45°,  comme  l’exigerait,  le  calcul. 

On  voit  donc  qu'on  peut  trouver  en  somme  une 
explication  naturelle  des  phénomènes,  quoiqu’ils  soient 
très  compliqués,  en  supposant  les  vibrations  perdendicu- 
laires  au  plan  de  polarisation,  tandis  qu’on  ne  peut  en 
aucune  manière  faire  concorder  la  supposition  opposée 
avec  les  expériences. 

Pour  rendre  les  résultats  moins  compliqués  et  plus 
accessibles  au  calcul,  j’ai  préparé  d’une  autre  manière 
tes  réseaux  au  noir  de  fumée.  On  fit  fondre  sur  les  ré¬ 
seaux  du  baume  de  Canada  et  on  appliqua  sur  le  tout 
une  plaque  de  verre  bien  poli,  ce  qu’on  peut  faire  aisé¬ 
ment  sans  altérer  le  réseau.  Les  indices  de  réfraction 
du  baume  et  du  verre  étant  à  peu  près  les  memes,  on 
peut  facilement  soumettre  les  phénomènes  au  calcul. 

Les  réseaux  furent  disposés  de  manière  à  faire  des 
angles  égaux  avec  le  rayon  incident  et  avec  l’axe  de  la 
lunette.  On  reconnut  alors  que  la  composante  polarisée 
verticalement  do  la  lumière  incidente  était  plus  affaiblie 
que  la  composante  polarisée  horizontalement,  et  que  par 
conséquent  la  rotation  du  plan  de  polarisation  était  po¬ 
sitive,  quoique  les  réflexions  aux  deux  surfaces  du  verre 
eussent  dù  faire  tourner  le  plan  de  polarisation  dans  la 
direction  opposée.  Comme  moyenne  de  nombreuses  ex¬ 
périences  exécutées  avec  des  réseaux  différents  (%  '5, 
10  s  tri  (ks  par  millimètre),  j’ai  trouvé 
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Dans  ce  tableau  S  est  calculé  par  réquation 


[o*  (45°  —  d) 


cos  A  _  _ 

c°s2  i  (/3  —  /9j)  ’ 


w  sin  -J-  =  sin  i  /9  , 


■1  /?  est  l’angle  ([uo  fait  le  rayon  incident  avec  la  normale 
au  réseau,  J/?,  est  celui  que  fait  le  rayon  réfracté  avec 
la  même  normale,  la  diffraction  dans  l’intérieur  du  verre 
étant  égale  à  fix. 

On  voit  que  les  expériences  s’accordent  assez  bien 
avec  les  (-aïeuls;  elles  donnent  pourtant  toutes  une  rota¬ 
tion  trop  petite.  Quelle  que  soit  la  cause  de  cet  écart, 
les  expériences  continuent  toutes  la  supposition  que  les 
vibrations  sont  perpendiculaires  au  plan  de  polarisation, 
car  dans  le  cas  contraire  le  valeur  cie  â  serait  négative 
et  beaucoup  plus  grande. 

J’ai  étudié  on  outre  la  diffraction  au  moyen  de 
réseaux  métalliques  noircis  au  noir  de  fumée.  Lorsqu’ils 
étaient  tout  à  lait  noirs  et.  mats,  ils  donnaient  une  image 
de  diffraction  beaucoup  trop  faible  ;  pour  cette  raison  on 
les  rendit  plus  luisants  au  moyen  d’une  goutte  de  téré¬ 
benthine,  versée  sur  la  surface  noircie  du  réseau.  Le 
réseau  devait  aussi  être  assez  tin  et  surtout  très  exact. 
Quelques  expériences  exécutées  avec  un  réseau  qui 
avait  Ü( )()  (ils  par  pouce  de  Paris  (l’épaisseur  du  fil  était 
J),)")  qui  faisait  dos  angles  égaux  avec  le  rayon  inci¬ 
dent  et  avec  Taxe  de  la  lunette,  me  donnèrent  les  résultats 
suivants 
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lumière  diffractée  se  montra  aussi  légèrement  elliptique, 
d’où  Ton  peut  conclure  que  la  réflexion  du  métal  n’était 
pas  parfaitement  abolie  par  le  noir  de  fumée.  Quand 
j’ai  essayé  de  noircir  le  réseau  de  nouveau,  il  a  perdu 
quelque  peu  de  son  exactitude;  il  fut  impossible  de  s’en 
servir  dans  des  expériences  ultérieures  de  cette  espèce. 
Je  n’ai  pas  réussi  à  obtenir  des  résultats  exacts  avec 
d’autres  réseaux  formés  de  fils;  l’emploi  de  ceux-ci 
entraîne  des  difficultés  particulières  pour  faire  évanouir 
la  réflexion  sur  les  bords  et  en  même  temps  pour  obtenir 
une  image  de  diffraction  assez  grande  et  suffisamment 
claire.  Les  résultats  obtenus  ne  sont  pourtant  pas  dé¬ 
pourvus  d’intérêt  par  cette  raison  que  les  valeurs  trop 
grandes  de  â  peuvent  être  expliquées  facilement  au  moyen 
de  la  polarisation  elliptique. 

En  effet,  si  l’on  suppose  que  la  différence  de  phase 
des  composantes  horizontale  et  verticale  soit  égale  à  z/, 
et  que  d±  représente  la  rotation,  pourvu  qu’il  n’existe 
pas  de  polarisation  elliptique,  un  calcul  facile  donne 

ter  O 

•  NOTE  10.  tg  2  o  =  ~ - f  .* 

°  cos  A 

â  est  donc  toujours  plus  grand  que  mais  les  signes 
de  ces  deux  angles  sont  les  mêmes. 

Puisque  les  expériences  ont  montré  que  ô  est  positif, 
elles  confirment  en  tout  cas  les  résultats  déjà  obtenus  : 

Que  les  vibrations  de  l’éther  lumineux  sont  perpendi¬ 
culaires  au  plan  de  polarisation. 


Copenhague,  le  28  janvier  1860. 
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NOTES. 

NOTE  1.  En  ce  qui  concerne  la  critique  du  mémoire 
de  Lorenz,  je  ferai  les  remarques  suivantes.  Eisenlohr 
a  traité  le  même  problème  que  Lorenz  (Poggendorf 
Annalen  CIV)  dans  la  supposition  que  le  milieu  diffrin- 
gent  n’est  pas  le  même  que  le  milieu  d’incidence;  il 
trouve  alors  une  formule  différente  de  celle  de  Stokes 
(Lorenz,  p.  9).  Les  expériences  de  Holzmann  (Holz- 
mann:  Das  polarisirte  Licht  schwingt  in  der  Polarisations- 
ebcne.  Poggendorf  Annalen  XCIX,  p.  446)  ont  confirmé 
l’exactitude  de  la  formule  d’Eisenlohr.  Celui-ci  prend 
pour  point  de  départ  les  conditions  de  continuité  de 
Cauchy  et  suppose  que  la  surface  qui  diffracte  la  lumière 
ne  prend  pas  part  aux  vibrations.  Le  résultat  trouvé 
par  Holzmann,  à  savoir  que  les  vibrations  de  la  lumière 
sont  perpendiculaires  au  plan  de  polarisation,  est  cepen¬ 
dant  en  concordance  avec  le  résultat  de  Lorenz. 

Les  „Fortschritte  der  Physik“  1860,  t.  16,  s’expliquent 
ainsi  sur  le  mémoire  de  Lorenz  (p.  224): 

„M.  Eisenlohr  exprime  aussi  les  conditions  qui  doi¬ 
vent  être  remplies  par  la  paroi  rigide,  à  savoir  que  la 
lumière  incidente  ne  soit  ni  réfléchie  par  elle  ni  trans¬ 
mise  à  travers  elle.  Le  mémoire  en  question  (celui  de 
Lorenz)  ne  mentionne  pas  de  conditions  analogues/ 

La  critique,  au  fond,  n’est  pas  tout  à  fait  juste  ;  car 
quoique  Lorenz  ne  mentionne  pas  les  conditions  en 
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développant  les  formules,  il  a  soin  de  dire  dans  quel 
cas  il  entend  se  servir  de  ces  formules  (p.  10): 

«Toutefois  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  le  fait, 
supposé  dans  toute  cette  analyse,  que  l'écran  est  un  plan 
qui  ne  prend  pas  part  aux  vibrations  et  qui  ne  réflé¬ 
chit  pas  de  lumière  par  ses  bords.  “  Lorenz  dit  donc  ici 
que  ses  conditions  sont  les  mêmes  que  celles  d'Eisenlohr. 

Un  reproche  beaucoup  plus  grave,  c'est  que  les  inté¬ 
grations  des  équations  différentielles  ne  peuvent  pas  être 
regardées  comme  correctes  (voir  p.  24). 

Les  „Fortschrittei:  font  la  critique  suivante  des  ex¬ 
périences  de  Lorenz  (t.  16,  p.  224): 

«Les  expériences  que  1* auteur  a  exécutées  pour 
déterminer  la  direction  des  vibrations  n’ont  aucun  intérêt, 
à  l’exception  de  celles  qui  satisfont  à  l’hypothèse  impli¬ 
quée  dans  la  formule,  à  savoir  que  le  milieu  est  le 
même  des  deux  côtés  de  l’ouverture.  Cependant,  même 
dans  ce  cas,  à  en  juger  par  les  nombres  que  donne 
l’auteur,  l’accord  du  calcul  et  des  observations  est  trop 
faible,  surtout  en  comparaison  de  l’accord  entre  la  for¬ 
mule  d’Eisenlohr  et  les  expériences  de  Holzmann ,  pour 
justifier  une  communication  spéciale  des  valeurs  numé¬ 
riques.  “ 

En  ce  qui  concerne  cette  critique,  l’éditeur  fera 
remarquer  que,  dans  les  cas  où  les  expériences  de  Lorenz 
ne  remplissent  pas  les  conditions  de  la  formule,  Lorenz 
dit  lui -même  comment  cette  formule  doit,  à  son  avis, 
être  modifiée,  et  il  obtient  ainsi  une  telle  concordance 
entre  l’observation  et  le  calcul,  qu’on  peut  supposer  que 
les  considérations  dont  il  fait  usage  sont  justes  au  fond, 
bien  que  les  phénomènes  dépendent  encore  de  conditions 
complémentaires  (ainsi  qu’il  l’admet  lui-même). 
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NOIE  2.  fetokes:  Die  Richtung  der  Schwingungen 
des  polarisirten  Lichts.  Wien.  Sitz.  Bericht.  XII.  1854. 
Pogg.  Ann.  XCVI.  1855,  p.  388—393. 

NOTE  3.  Voir  la  remarque  p.  10  citée  ci-dessus: 
«Toutefois  on  ne  doit  pas,  etc." 

NOTE  4.  Les  équations  (3)  ne  sont  pas  contradic¬ 
toires  avec  les  équations  (1)  et  (3),  mais  elles  ne  peuvent 
pas  être  dérivées  de  celles-ci.  On  voit  pourtant  que,  si 
les  équations  (1)  et  (3)  et  deux  des  équations  (3)  ont  lieu 
en  même  temps,  la  dernière  équation  est  une  conséquence 
des  autres.  On  a  donc  ajouté  ici  des  conditions  nouvelles. 

Il  faut  encore  remarquer  que  «,  v,  w ,  les  compo¬ 
santes  de  la  vibration  lumineuse  incidente,  sont  des  quan¬ 
tités  données,  qui  satisfont  aux  équations  différentielles 
posées.  Il  faut  donc  déterminer  les  six  fonctions  u\, 

u2,  ?r2  en  remarquant  que  les  premières  n'existent 

que  pour  x  positif,  les  dernières  que  pour  x  négatif. 
Elles  sont  toutes  égales  à  zéro  si  a?  =  0  et  si  le  point 
(x,  y ,  z)  est  en  dehors  de  l’ouverture. 


NOTE  5.  En  supposant  que  l’équation  (7)  soit  exacte 
(nous  verrons  tout  à  l’heure  si  cette  supposition  est  ad¬ 
missible),  on  obtiendra  facilement  les  équations  (8)  et  (9). 
Car  toutes  les  fonctions  désignées  par  des  majuscules 
grecques  sont  des  fonctions  paires  de  x\  leurs  dérivées 
par  rapport  à  y  et  z  sont  donc  aussi  des  fonctions  paires 
de  æ,  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  x  sont  paires  ou 
impaires  selon  qu’elles  sont  d’un  ordre  pair  ou  impair. 
Les  équations  (6)  montrent  (en  ayant  égard  aux  expres¬ 
sions  ii  droite  des  équations)  que  F  est  une  fonction 
impaire,  F1  une  fonction  paire  de  x. 


On  verra,  dans  ce  qui  suit,  que 


ô'F] 


Ôx2 


0. 


Wl 


NOTE  6.  On  a,  pour  x  =  0, 

d<P  8¥.  ,  ôA\ 

ôx  ^  ’  dx  ^  ’  dx  Xl  ’ 


et  par  suite,  en  vertu  de  l'équation 
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1  d2F  !  _L.fi Zi  ^ 

co 2  df  ¥  ‘  dy  1  dz  2  ôa?  ‘  dy'  dz 


à  cause  de  (8)  et  (9). 


On  aura  donc  F  =  p  et  q  étant  des  con¬ 

stantes,  et,  en  supposant  que  F  soit  une  fonction  pério¬ 
dique,  p  =  0,  q  ==  0.  La  première  supposition,  que 
F  =  0  pour  x  =  O,  est  donc  vérifiée. 
d2F 

On  aura  aussi  =  0  pour  x  =  0,  car  on  aura 


et 


ÆF  = 


co2  df 


0 


d2F 

dz2 


=  0. 


Enfin  on  peut  de  la  même  manière  démontrer  que, 
ôF 

pour  x  =  0,  on  a  ~~  =  0;  en  effet 


\d‘  dx  _  Ï?(L\  iïv  ,  â‘X_ 

c o 2  df  dx 3  '  dx  dij  dx  dz 1 


et  par  conséquent,  pour  x  =  0 
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,w; 

dx 


df 


dx 3  '  dy^~  dz 


r^Ai 

i7°  i  a 

‘ dv  ,  ôîté 

cte3 

1  2  dx , 

Ô  ÎJ  1  <9# 

ôVA' 

^■  =  0  J 

’<9V 

“2 

ôaf 

Mais  od  a  trouvé 


80[ 

X  ■—  0 

[1  1 

ÔX 

Ju 

et,  la  fonction  —  satisfaisant  à  l’équation 

OX 


on  aura 


J2  = 


J_Z 

<y2  df' 


Ô0l 

1  1 

x  =  0  j 

80, 

1  1 

dx 

-Ju 

co~  df 

dx 

f  « 

et 


x  —  0 

=  0. 

Il  en  résulte 


ôy2 


Sx 


0, 


dz2 


80 ,  1 

Ôx  ulU 


et  ensuite 


<f  \80x 
dx 2  ôx 


2 


u 


x  =  0 

—  0 


j.»tn 

dx 

df 


'dh 

dx 


=  P  +  2. 


jp  et  g  étant  des  constantes. 
dF 

soit  une  fonction  périodique, 
dx 


Si  nous  supposons  que 
on  aura  comme  ci-dessus 


ôf; 

dx 


x  =■  0 

=  0. 


p  =  0,  q  =  0 


24 


Les  fonctions  trouvées  satisfont  à  toutes  les  équa¬ 
tions  de  condition  mentionnées  explicitement  par  Lorenz. 
Cependant  il  y  a  des  conditions  que  Lorenz  n'indique 
pas  d’une  manière  explicite,  mais  qu'il  admet  impli¬ 
citement,  et  auxquelles  les  fonctions  trouvées  ne  satis¬ 
font  pas:  à  savoir  que  le  rayon  réfléchi  et  le  rayon, 
diffracté  s’évanouissent  l’un  et  l'autre  pour  x  =  0  en 
dehors  de  l’ouverture;  car  notre  calcul  fait  voir  seule¬ 
ment  que  les  différences  «/,,  i\ — r0,  u\—u\  sont 
nul] es  dans  ce  cas,  mais  non  que  tq,  ?ct,  n o,  r0,  ?r2 
sont  elles-mêmes  égales  à  zéro.  Au  contraire  on  peut 
voir  que  dans  le  cas  supposé  ces  fonctions  ne  sont  pas 
nulles  en  général. 

Mais  de  plus  la  solution  donnée  par  Lorenz  du. 

problème  de  la  diffraction  n’est  pas  satisfaisante  au  point 

de  vue  mathématique,  par  cette  raison  qu’elle  n’est 

pas  la  seule  possible.  En  effet  l’équation  différentielle 

A2-u  =  est  aussi  bien  vérifiée  par  +  crue  par 

co~  ot~  r 

— — ,  et  la  fonction  #>,  de  môme  que  les  fonctions 
analogues  et  leurs  dérivées,  conserveront  tous  leurs  carac¬ 
tères  si  l’on  remplace  cot —  r  par 

On  aura  donc  au  moins  deux  solutions,  qui  au  point 
de  vue  mathématique  sont  également  légitimes. 

NOTE  7.  En  posant,  comme  dans  le  mémoire, 


S  =  — ^~y^d^dy‘siïik(cüt-~p^r(m  —  b)  p (n  —  c)  y)  , 
C  =  — WZp  ^  d/9  clj  cos  h  (cot — —  b)j3-\-(n  —  c)f)  , 


et  en  supposant  p  très  grand,  on  peut  exprimer  toutes  les 
fonctions  <P,  ÿ;  . . .  et  leurs  dérivées  au  moyen  de  S  et  O . 


On  aura  ainsi 


<l>  f  X  -  h«kÇS, 

<K  *1‘\  ir/',  a;  Ica. 

1  )ill(‘i'('iili(uis  eu  tvpuirdaul.  /,  m,  h  coiuiuo  dus  oonslanlus, 
ce  (|iii  rsl  permis,  pourvu  (|no  ,r,  //,  z  soionl  parais; 
nons  aurons  alors 


v(Px 

i\r 


u u- a S 


<wt 


O 


I 

aX  (  t" 


i(I> 

(\V 


ox  et/  1  <Kv  t'Z 
P'  h  !  {(tç 


■  —  i  Irl  (<iç 

)iiyj  |  >Z)C, 


i»y~\  -oc, 


on  su[i|Kisanl.  que  F  suit,  uni'  foiioliou  pûriodiquo  do  t. 
Di*  la  môiuo  nianiùro  on  aura 


l 

(l) 


FF, 


if 


■ 

<  y  ■ 

F  1  F. 


if  ,  i\ 

(  ’jl  ‘  (C 

U"/*'  !  (tnirj 

W  !  «)($! 


\k  ,a(ç/”  |  a  j)i  yj  |  an  Z)  0, 


^  u. 


m  y J 


nÇ)<!. 


(  les  exprès, sions  conduiront  facilement.  aux  formules  don¬ 
nées  dans  le  mémoire. 

Si  j\  //,  :  ne  sont  pas  tous  t  rés  grands,  les  for¬ 
mules  subsisteront  encore,  pourvu  (pie  p  ail.  une  1res 
{mande  valeur;  car  si,  dans  ce  cas,  x  par  exemple  n’esl 
pas  très  {irand,  les  termes  qui  contiennent,  rr,  ainsi  que 
les  dérivées  de  ces  termes,  seront,  négligeables. 


NOTK  X,  La  formule  de  Slokes  résulte  aisément 
d(*s  expressions  trouvées  pour  nx,  n\. 

On  j iront l  pour  plan  des  xy  le  plan  du  rayon  inci¬ 
dent  et  du  rayon  diffraeté;  on  aura  alors  c  0,  a  0, 
tfç  [  hyj  0. 
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La  normale  au  plan  d'incidence  est  l'axe  des  z,  et 
l’on  a 


tg  a  — 


y 

S 


|  ^ 

W’ 


Vu ? 


I 


V , 


(la- 


mb)  ç 


bC 


,  (fy  —  mç) 

HZ  r 

ziz  tg  a  cos  J3  , 


car  la  mb  est  le  cosinus  de  l’angle  que  font  le  rayon 
incident  et  le  rayon  diffracté. 


NOTE  9.  On  peut  facilement  vérifier  la  formule  en 
remarquant  que  l’on  a  ici  trois  rotations  du  plan  de 
polarisation,  produites:  1)  par  la  diffraction  du  rayon 
avant  son  entrée  dans  le  verre;  2)  par  l’entrée;  3)  par  la 
sortie  du  verre. 


NOTE  10.  Ici  d  désigne  l’angle  que  fait  le  grand 
axe  de  l’ellipse  avec  une  ligne  perpendiculaire  au  rayon 
qui  fait  un  angle  de  45°  avec  le  plan  d’incidence.  Le 
plan  d’incidence  est  supposé  horizontal,  et  nous  suppo¬ 
sons  que  y  soit  la  composante  horizontale,  0  la  compo¬ 
sante  verticale  des  vibrations  elliptiques,  tandis  qu’elles 
seraient  rj  et  C  si  les  vibrations  restaient  rectilignes.  On 
aura  donc 

tg  (45° — <?,)  = 

2  =  C  COS  (f  , 

y  =  rj  cos  (<p  —  J) , 

où  <p  désigne  un  angle  variable,  et  l’équation  de  l’ellipse 
sera 

y 2  z~  °Lyz  cos  â 

yf  sin2J  '  C2sin2zl  Çy  siif  â 
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Mais  si  a  U)°~~  fi  c-st  l'angle  ([ue  fait  Taxe  de 
!lips(‘  avec  la  normale  au  plan  d’incidence,  on  voit, 
nme  à  l'ordinaire,  que 

i  .  a7:c us  j 

n  cw  * 

Or  celle  équation  est  idenlique  à  celle  de  Lorenz, 
mtefois  les  considérations  de  Lorenz  n’expliquent  guère 
phénomène  ;  car  pour  /?  25°,  la  formule  de  Stokes 

nnerait  ^  2°  \\Y  cl  l'observation  5  —  10°,  tandis  que 

formule  Ig  2  à  ^  <>l  donne  A  -  74°  16';  la  polari- 

eos  J  1 

ion  serait  donc  presque  circulaire,  et  non  pas,  connue 

dit  Lorenz,  „  légèrement  elliptique". 


LA  RKELEX10N  I)E  LA  LUMIÈRE 


A  LA  SUKEAEE  DE  SEPARATION 
DE  DEUX  MILIEUX  TIMNNPA11ENTS  ET  ISOTEOPES. 


SUR  LA  RÉFLEXION  DE  LA  LUMIÈRE  A  LA  SURFACE 
DE  SÉPARATION  DE  DEUX  MILIEUX  TRANSPARENTS 

ET  ISOTROPES.*  *  notk  i. 

POiaiKNlHHU’1  ANN.  (‘XI.  P.  UK)  .171!. 

Pilla.  MAU  A  Z,  XXL  P.  m  lui. 

flamin*  a,  comme»  on  sai(,  trouvé  que  lis  formule»*  *  notk  2. 
de  Fresnel  ndatives  aux  inhaisités  dos  rayons  do  lumière 
ndleediis  o(  réfractés  par  lu  smTaro  de»  doux  uiilioux  iso¬ 
tropes  transparents  no  son!  pus  (oui  à  fait  d'accord 
avoo  IVxpérie'nea* ;  uu  e;ear(  appréciable»  so  produii  e»n 
Hled ,  ([iiand  banale  d'incidence»  s'appn >edi<*  < le v  l'an^lo  do 
poiarisaiion.  <  lauediy  *  avait  déjà  auparavanl  dednontre'»  *  notk 
que  <l«»s  ondos  a  vibrations  louait mlinalos  dovamul  so 
tonner  dans  ro  cas.  ed,  em  supposuid  <  pu»  ce*s  ondes  éd.aieait. 
absorboos  ra |u< li aiNUti  (mais  non  infminmnt  vite»,  car  alors 
ou  rotnmborait  sur  los  formules  <L*  Kivsntd),  il  avait,  in¬ 
troduit  dans  cos  formule*  une»  corivedion  t(uî  bs  rendait, 
conformes  aux  e’Xpérieu<*os. 

Mais  le  calcul  de  la  réfraction  do  la  lumière  iéa 
jusqu'à  ce  jour  été  fait.  ejuVn  supposant,  un  passade 
bru-que  d'un  milieu  à  l'autre»,  «d  par  consenpmnl  aussi 
ma*  variation  brusque  de»  l’indice»  de»  tvfraedion  à.  la  sur¬ 
face  de  séparation.  Mais  un  tel  passade  ifost.  epéune» 
ah-traction,  qui  certainomeui  n'a  pas  lieu  dans  la  nature», 


32 


et  on  parvient  à  un  résultat  plus  correct  et  en  général 
plus  admissible,  si  l’on  suppose  que  la  transition  s’opère 
sur  une  certaine  étendue  qu’on  peut  ensuite  faire  aussi 
petite  qu’on  veut.  D’ailleurs,  c’est  un  fait  que  les  corps 
sont  entourés  d’une  atmosphère,  qui  doit  produire  un 
changement  continu  de  l’indice  de  réfraction. 

Le  but  de  ce  mémoire  est  de  montrer  que  les  ex¬ 
périences  de  Jamin  peuvent  être  expliquées  complètement 
par  les  formules  de  Fresnel  étendues  de  la  manière  que 
.j’ai  dite. 

On  ne  tient  pas  compte,  dans  ce  qui  suit,  du  cas 
de  la  réflexion  totale.  Si  la  lumière  incidente  est  pola¬ 
risée  dans  le  plan  d'incidence,  et  si  l’on  désigne  par  x 
l’angle  d’incidence,  par  x1  f  angle  de  réfraction,  le  rap¬ 
port  des  amplitudes  des  rayons  incident ,  réfracté  et 
réfléchi  est,  d’après  Fresnel, 


NOTE  4. 


^ .  2  cos  x  sin  x1  m  sin  (x  ~  xx) 

sin^-J-^i)  ’sin^+^i) 


O)* 


Pour  la  lumière  polarisée  perpendiculairement  au 
plan  d’incidence,  le  rapport  des  trois  amplitudes  est 


1: 


2  cos  x  sin  x1 
sin  cos  (x — xx) 


tg  Q  —  gj 
tg  (Æ  -f  Æ,)  ' 


(3) 


Nous  supposerons  à  présent  que  ces  formules  sont 
admissibles  dans  le  cas  où  xx  diffère  infiniment  peu  de  x. 
Si  donc  l’on  suppose  xx  =  x-\-dx,  les  expressions  (1) 
et  (2)  deviendront 


1:  1 


dx 

sin  2  x 


dx 

sin  2  x  ’ 


(3) 


dx  .  dx 
sin  2æ  *  tg  %x  * 


(4> 
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On  suppose  que  le  rayon  incident  frappe  la  surface 
do  séparation  des  deux  milieux  sous  un  angle  que  nous 
désignons  par  a.  Ici,  dans  le  voisinage  de  la  surface  de 
séparation,  le  rayon  traversera  des  couches  planes  paral¬ 
lèles,  qui  feront  varier  l’angle  d’incidence  d’une  manière 
continue,  jusqu’à  ce  que  le  rayon  soit  complètement 
entré  dans  le  second  milieu,  où  l’angle  d’incidence  variable 
x  prendra  une  valeur  constante,  que  nous  désignerons 
par  /?,  et  qui  sera  l’angle  de  réfraction  observé. 

Nous  négligerons  d’abord  la  perte  de  phase  du 
rayon  pour  faciliter  les  calculs. 

Supposons  que  A  soit  l’amplitude  du  rayon  incident 
et  que  pour  le  rayon  réfracté  bette  amplitude  devienne 
y  cl.  y-\-dy,  pendant  que  l’angle  d’incidence  passe  de 
la  valeur  a  aux  valeurs  x  et  x-\ -  dx.  On  aura  donc, 
quelle  que  soit  la  polarisation,  en  vertu  de  (3)  et  (4), 


<Jz 

Z 


dx 

sin  2  x  ’ 


et  par  conséquent,  en  intégrant  et  en  déterminant 
venablement  la  constante, 


con- 


L e  rayon  réfléchi  par  cette  couche  aura,  en  vertu 
d  fü 

de  (:l),  l'amplitude  — y-=—âr>  s’il  est  Polai‘isé  dans  le 
sm  —j  x  dx 

plan  d'incidence,  et  en  vertu  de  (4)  l’amplitude  , 

Ld  -jÆ; 

s’il  est  polarisé  perpendiculairement  à  ce  plan.  Nous 
désignons  les  deux  valeurs  par  y  du,  en  posant  dans  le 
premier  cas 

u  =  —  b  log  tg  x  (5) 


et  dans  le  seconde  cas 


n  =-  \  log  sin  2  x. 


(6) 


L’amplitude  du  rayon  réfléchi  est  donc 


/du  = 

7-  *  t  g  a 

et  quand  ce  rayon  est  parvenu  à  une  couche  pour  la¬ 
quelle  l’angle  de  réfraction  est  x\,  l’amplitude  devient 


rV 


/te  a?. 


tg® 


du 


v  tg  a 


A  la  limite  de  cette  couche  et  de  la  couche  suivante, 
où  l’angle  de  réfraction  est  — dx1,  une  partie  de  la 
lumière  est  de  nouveau  réfléchie.  Si  nous  désignons  par 
M,  une  fonction  formée  avec  xx  comme  u  l'est  avec  x, 
l’amplitude  du  rayon  réfléchi  deux  fois  sera 


—  jA/^&hdudu^ 

V  tg  a 

et  si  enfin  ce  rayon  a  traversé  toutes  les  couches  jusqu’à 
ce  qu’il  fasse  un  angle  de  réfraction  constant  égal  à  fi, 
alors  l’amplitude  sera 


L’angle  xx  peut  avoir  toutes  les  valeurs  entre  a  et 
«2?,  et  l’angle  x  toutes  les  valeurs  entre  a  et  fi.  La  somme 
des  amplitudes  de  tous  les  rayons  réfléchis  deux  fois 
sera  donc  exprimée  par  l’intégrale  double 


ua  et  u p  désignant  les  valeurs  de  u  pour  x  =  a  et 
x  —  fi. 
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On  trouve  aisément  de  la  meme  manière  la  somme 
les  amplitudes  des  rayons  réfléchis  4,  6  ...  fois,  et  comme 
e  rayon  réfracté  total  est  formé  par  la  superposition 
les  différents  rayons,  qui  sont  réfléchis  0,  2,  4  . . .  fois, 
'amplitude  de  celui-ci  sera 


^(3  r*u  (*u[3  r*u  rèufi 


1  —  \du\dul  -f \di\ du \chi\dus...  .  (7) 


ua  vna  v ua  v<aa  *Juï  ^>%ia 


Nous  désignons  la  valeur  de  cette  série  par 


/'(«)  —  1  —\du \dut  /■(«,). 


De  la  dernière  équation  on  tire  par  différentiation 


/•'(«,)  =U(,  /•(«,) 


r(«)  =  m 

el  en  conséquence 

f(u)  =  ceu-\-cle~u, 

oit  l’on  peut  déterminer  les  constantes  par  les  conditions 
f{up)  =  1  et  f{ua)  =  0. 


On  aura  donc 


U — Ufi  i  u 

e  a  +  e 


Ua-Up  _|_  u> p  Ma 


3* 


3G 


et  la  valeur  de  la  série  (7)  ou  de  l'amplitude  du  rayon 
réfracté  sera 


îaW 

*  te 


/te>5 
a 


u  2- 
e  h 


(S) 


Si  nous  cherchons  h  amplitude  du  rayon  polarisé 
dans  le  plan  d'incidence  et  si  nous  désignons  cette  am¬ 
plitude  par  jB,  il  faut,  en  vertu  de  (5),  poser  dans  l'ex¬ 
pression  (8) 

u  =  —  Jlogtgtf, 

et  l'on  trouvera 

B  =  2  A  c.°— -3in  ? .  (9) 

sm  (a  —  fi)  v  J 

Si  Ton  pose  au  contraire  dans  (8) 
u  =  l  log  sin 

on  obtiendra  l'amplitude  B'  du  rayon  polarisé  perpendi¬ 
culairement  au  plan  d'incidence,  à  savoir 


B'  =  2  A  -cOS®  S1~2—  — .  .  (  10) 

sm  (a-p/3)  cos  (a  —  fi)  v  J 

Nous  retombons  donc  ainsi  sur  les  formules  de 
Fresnel,  ce  qui  montre  une  propriété  remarquable  de 
celles-ci.  En  etfet  le  calcul  ne  suppose  au  fond  que  les 
relations  (3)  et  (4),  et  ces  relations  peuvent  être  déduites 
de  bien  d’autres  formules  que  de  celles  de  Fresnel. 

L'amplitude  du  rayon  réfléchi  total,  qui  est  la  somme 
des  amplitudes  des  rayons  réfléchis  1,  3,  5  . .  .  fois,  se 
trouve  d'une  manière  semblable  et  est  exprimée  par  la 
série  suivante: 
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Nous  désignons  cette  série  par 


Pufi 

A\dîif(u), 


où 


II 


a 


m  =  i- 


nu  r.ufi 

\dut \du3  f(us) . 

V lla  j 


On  lire  de  la  dernière  équation 


Jll  11  p  l  'Il  p — u 

e  p  -f-  e  fi 

ua~ufi  eup—ua 


cl  on  conséquence  l’expression  (11)  ou  l’amplitude  du 
rayon  réfléchi  deviendra 


ey-uj3  _  np-Uo. 
e'lla~up  _[_  euf~ua 


(12) 


Si  l’on  pose  dans  l’expression  (12)  u  =  — -^logtgæ, 
on  obtiendra  l’amplitude  du  rayon  polarisé  dans  le  plan 
d’incidence,  et  si  l’on  appelle  B  cette  amplitude,  on  trouvera 


R  = 


j  5n  (g  —  P) 
sin  (a  +  ÏÏ)  ’ 


(13) 


Si  H'  est  l’amplitude  du  rayon  polarisé  perpendicu¬ 
lairement  au  plan  d’incidence,  et  si  l’on  pose  clans  l’ex¬ 
pression  (12)  u  =  {  logsin  2  a?,  on  trouvera 


li  = 


A  tgta  —  £) 

tg  ('*  +  /?)' 


(14) 


Nous  retrouvons  donc  aussi  dans  ce  cas  les  formules  de 
Frcsncl. 


:is 


Le  résultat  est  que,  même  dans  le  cas  d’une  varia¬ 
tion  continue  de  Findiee  de  réfraction  des  deux  milieux 
et.  en  conséquence  dans  le  cas  d’nn  nombre  infini  du 
réflexions  à  la  sur  lare  de  séparation ,  les  formules  d<  * 
Fresnel  seront  encore  admissibles,  pourvu  que  l'épais¬ 
seur  lotale  des  couches  intermédiaires  ail  une  valeur  infi¬ 
niment  pelile  par  rapport  à  la  longueur  d'onde.  Dans  1«* 
eas  contrains  on  doil  tenir  compte  des  pertes  de  phase* 
des  différenls  rayons. 

La  eorreelion  entraînée  par  ees  perles  do  phase* 
n'esl  (pu*  d'une  très  mininu*  importance  pour  h*  rayon 
ineidenl  et  no  peut  &ruèr<*  être  démontrée  par  des  ex¬ 
périences.  Au  coidrair<*  nous  introduirons  relie  correction 
dans  h*  calcul  dos  amplitudes  des  rayons  réfléchis.  Un** 
onde  do  lumière  qui  est  réllérhie  par  la  conclu*  ott 
l'angle  de  réfraction  est  ,r  ou  uq,  j\,  ...  et  (pii  ensuit** 
se  combine  avec  fonde  réfléchie  par  la  première  conclu  % 
sera  on  retard  sur  eel  te  dernière,  et  nous  pouvons  désigne  *r 
les  différences  (h*  phase*  respectivement  par  e\  ol ,  »  *  . 

(  les  quantités  sont  des  fonctions  de  a\  uq  ,  aq  . ..,  mai-» 
ell(*s  p(*uv(*nt  aussi  être  considérées  comme  fonctions  de- 
variables  u,  h2  .  . . 

Nous  pouvons  donc  désigner  l'amplitude  du  rayent 
réfléchi  un  lois  parla  conclu*  où  Fanprle  de*  réfrac t itm 
(*st  a'  pat  , I  ros  (/./  ti k  ^ 

t  désignant  h*  temps  et  k  mu*  constante. 

On  reconnaît  aisément,  d'une  maniéré  analogue  u  la 
précédente,  que  l'amplitude  du  rayon  réfléchi  est  ex¬ 
primée  par 


\(ll(  cos  (kf 
J  "a 


O) 


,  jh  v  àu  jt  y 
u  /?  /*  *•  e 

y  la  W//t  yht t  c 


os  (kt 


A 


39 


Cette  série  est  la  partie  réelle  de 


lù/. 3 


A\due  f(ït) 


ou 


m  -  !• 


H 


du,  e  f  (u2) . 


On  déduit  de  cette  relation  l’équation  différentielle 


CL 

du 


«-'"'-Vw 


-fiV- 


~VO).* 


au  moyen  de  laquelle  on  peut  obtenir  une  expression 
nouvelle  de  la  série  (15),  celle-ci  étant  la  partie  réelle  de 


A 


jiu-â)V-  i\, 


/» 


ou,  en  vertu  des  équations  f{up)  =0  et  5  =  0  pour 
u  =  ua,  de 


—AeJctV-lf'(ua) .  (15') 


Si  l’on  pose  dans  l’équation  différentielle  ci-dessus 


f(u) 


IV  -1  e11  uj3Are™ru 


eUa  -U  enft~ua 


À  sera  déterminé  en  fonction  de  u  par  l’équation  sui- 
vante 


<n  j  uP  —  euj3  ud{2X—ô)  did(X  —  â)/—i_0 
du2  '  n—Up  up-  «  du  ''du  du  ’ 

en  remarquant  que  /  =  0  pour  u  =  ua  et  ~  ==  0  pour' 

U  :=  Mp. 


NOTE  5. 


NOTE  6. 
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di 

Nous  nous  bornerons  au  cas  où  les  quantités  et 

dd  du 

-jj  -  sont  très  petites.  L’équation  différentielle  en  X  don¬ 
nera  dans  ce  cas  par  intégration,  le  dernier  terme  étant 
sensiblement  égal  à  zéro, 


dX 

du 


dd 


(eu~~u/3  -|_  euP~u) 


En  substituant  dans  cette  expression  les  valeurs  de 
dX 

u,  on  voit  que  est  une  petite  quantité  pour  toutes 
du  ci  fî 

les  valeurs  de  l’angle  d’incidence,  pourvu  que  ^  soit 

petit,  ce  qui  effectivement  est  la  seule  supposition  qu’on 

*  note  7.  ait  faite.* 

En  substituant  la  valeur  de  f(u)  dans  (15)',  la  série 
(15)  sera  la  partie  réelle  de 


*  NOTE  H. 


,  MV—lUUa~~ujS 

-Ae  - — 

eua 


.  eup-~l1fa 
'fi  +  eul3-ua 


dX 

du 


u  =  ua 

\/ZIl 


et  la  somme  de  la  série  sera  par  suite 


eV”  Ua 

U  ^ar-'Upj^  euj3^ua 


cos  ^4-  sini# 


,w/9 

Qi(üa-wp)  _  e2(«/S— ««)  du 


En  substituant  dans  cette  expression  u  =  — |  log  tga?, 
on  obtiendra  la  valeur  de  l’amplitude  R  du  rayon  polarisé 
dans  le  plan  d’incidence,  qui  sera  donc 


R 

sin 
~  sin 


sin 


(«- 


[cos  ht  +  sin  ht  tg  d] 

sin  (a-\-  p) 

»/S 


;in  a  cos  a  (*' 
i2  oc  —  sin*/?  j 


dô 


[ cos *0  tg x  —  sin2y9  cotg  x]  ^  dx 


clu- 


(IG) 


Si  1  on  substitue  au  coutniii'e  u  =  -J  log  sin  2 a;,  on 
( ililieudi ;i  lu  \uleur  <lc  l’iimplitudo  Jf  du  rnyon  polurisé 
[icriii'udiculuin'UH'id  uu  plan  d'incidonco,  ([ui  sera  donc 


h" 


lp'  J 


•  sin  kt  Ig  A'  ] 

sin  ta  sin  tfi 
4\iÂta  sin2  2/9 


fsin2,r; 


sin  2  fi 
sin  tx 


dd 

dx 


dx. 


(17) 


U  est  évident  par  ces  équations  que  tg  A  est  très 

a  r 

petit  pour  tons  les  angles  d'incidence,  j)ourvu  que  ^ 

Cl'X 

soit  petit.  An  ennlraire  tg  J  peut,  devenir  infini,  à  savoir 
peur  sin  in  sin  2/9,  si  l'angle  d’incidence  est  l’angle 
de  polarisation,  auquel  cas  a  et.  fi  sont,  complémentaires. 

Si  J  est  une  petite  quantité  positive  pour  un  angle 
d'incidence  donné,  elle  deviendra,  par  un  changement 
continu  de  l'angle  d’hieidenee,  égaie  à  ^  pour  l’angle  de 
polarisation ,  H  ensuite  elle  s’approchera  de  tt.  Si  au 
contraire  J'  est  d'abord  ma»  quantité  négative  petite  en 
valeur  absolue,  elle  diminuera  par  un  changement  con¬ 
tinu  do  cet  angle  jusqu’à  ^  et  ensuite  jusqu’à  --tt.* 
La  perle  de*  phase  du  rayon  réfléchi  Iir  par  rapport 
a  l'autre  rayon  //,  polarisé  dans  le  plan  d’incidence, 
peut  cire  exprimée  par  I  J,  si  les  coefficients  de 
ne  ht  ont  le  mena*  signe  pour  les  doux  rayons,  c’est-à- 
dire  4  l'angle  d'incidence  est  plus  grand  que  l’angle  de 
polarisation.  Mais  si  les  angles  J  et  A  sont  toujours 
choisis  dans  le  premier  quadrant  positif  ou  négatif,  nous 
pouvons  ajouter  un  multiple  arbitraire  de  2 tt  et  ex¬ 
primer  lu  perte  de  phase»  par  J'  -J -[ . tpi r,  où  p  est  un 

nombre  entier. 


NOTE 


k! 

Si  maintenant  J  est  positif  pour  Fangio  mn-idéré,  H 
grandira  si  l'angle  d'incidence  devient  plu-  pdii ,  et  lu- 
perte  de  phase  sera  exprimée  par  J'-  -  J—  tdp — 1  j tt- 
quand  l'angle  d'incidence  est  devenu  plu-  petit  «pu*  l'angle 
de  polarisation,  si  l'on  choisit  J  dans  le  pivmier  quadrant- 
Si  au  contraire  J  est  négatif  pour  un  ai  ara*  d'inci¬ 
dence  plus  grand  que  F  angle  de  polarisation,  la  perte  de 
phase  sera  J — J  —  (:2p—  1}~,  quand  l'angle  d'incidence 
est  devenu  plus  petit  que  l'angle  de  polarisation.  Ces 
résultats  sont  en  concordance  avec  ceux  qui  ont  été 
trouvés  par  Jainin.  Dans  îe  premier  cas  Janiio  suppose 
jM  =  —  1 .  et  la  perte  de  phase  sera 


j — j — o  j-  ji0llr  a  ___  p  >  n.  , 

J — J  —  ^  pour  a  —  fi  <~. 

Les  corps  qui  ont  ce  caractère  sont  les  corps  à  ré¬ 
flexion  négative  de  Jainin.  Dans  l'autre  cas  j  J  négatif 
pour  a~  épi,  il  suppose  p  =  1,  et  la  perte  de  phase 
pour  ces  corps,  qu'il  nomme  „ corps  à  réflexion  positive** , 

sera  par  conséquent 

j — J—  f>;7  pour  «—  , 

j — j__ ^  pour  a— . 

De  plus  IL  Jamin  a  trouvé  que  la  plupart  des  corps 
pour  lesquels  l'indice  de  réfraction  est  plus  petit  qu'une 
certaine  valeur  (à  peu  près  1,40)  présentent  la  réflexion 
négative,  tandis  que  les  corps  dont  l'indice  de  réfraction 
est  plus  grand  que  1,40  ont  la  réflexion  positive.  La 
limite  des  deux  espèces  est  formée  par  des  corps  pour 


43 


itsquris  la  différence  de  phase  relative  à  l’angle  de 
polarisation  passe  brusquement  de  0  à  n.  Ce  lien  remar- 
qitabh'  entre  la  différence  de  phase  et  l’indice  de  réfrac- 
li(»n  peut  elre  déduit  de  la  théorie  développée;  au  con¬ 
traire  il  ne  peu!  pas  dire  déduil  de  la  théorie  de  Cauchy. 

Soit  en  (‘fl et  p  la  distance  de  la  première  couche  de 
transition  h  relie  pour  laquelle  l'angle  de  réfraction  est  x, 
et  soit  dp  la  distance  do  cotte  dernière  couche  et  de  la 
couche  suivante,  pour  laquelle  l'angle  de  réfraction  est 
a*  dx  ;  ou  trouvera  sans  difficulté  que,  si  une  onde  est 
reiîeehie  par  ces  deux  couches  consécutives,  la  diffé¬ 
rence  de  marche  des  doux  ondes  réfléchies  sera  égale  à 
2  dp  ns  ,r. 

Soit  de  plus  /  la  longueur  d'onde  dans  le  premier 

milieu  et  par  suite  ! MU  '*  la  longueur  d’onde  dans  la 
sm  a 

couche  considérée  ;  alors  la  différence  de  phase  qui  cor¬ 
respond  a  cette  différence  de  marche  sera. 


2  z  sin  a  .  , 

,  •  2  dp 

l  sm  x  1 


COS  X 


dd 

dx 


dx. 


A  la  place  de  ,r  nous  pouvons  suhsliluer  comme  variable 
iioîi\ elle  le  ram*  de  l'indice  de  réfraction.  En  désignant 
rette  \ariahle  par  i\  ou  aura 


s  lira 
r  .  „  . 

sera? 


l,<  s,  limites  des  variables  p  (2,  v  sont  ])Our  x  ==  a 
respect  i\ ornent  <  t  et  1,  et  pour  x  /?  nous  les  des  igno¬ 
re  ms  par  pt  et  i\  ;  p ,  c%st  (‘gai  a  l  épaisseur  totale  de  la 
couche  de  transition  té  au  carre  do  l’indi<*o  de  relrac- 

fîoïi  ni  e. 

(I  () 

Kn  >nli*.lilu;tiii  lu  nouvelle  valeur  de  cl  de  x  dans 
(îii)  H  1 17 1  id  eu  intcjrraul  par  parties,  on  obtiendra 
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tg  â'  = 


4g 

l 


tg  J  = 

V  J  cos  « 
cos*  a — cos 


4- 

1 


r*y!  /cos2/? 


Vdf 


siiïq? 


(18) 

(19) 


On  voit  donc  par  ces  équations  que  tg  J  est  tou¬ 
jours  positif,  mais  que  tg  ûf  peut  prendre  des  valeurs  aussi 
bien  positives  que  négatives.  Il  y  a  un  cas  particulier 
où  âr  passera  brusquement,  pour  l’angle  de  polarisation, 
de  0  à  +  7c  :  à  savoir  si  Ton  a  pour  cet  angle 


s 


P 


cos2/? 


sin2/?' 
v 2 


dv  =  0, 


ou,  puisque  l’on  a  ici 


cos2/? 

sin2/? 


v 


1 1 


G 

O2 


dv  =  0. 


Gomme  cette  intégrale  contient  des  éléments  aussi 
bien  positifs  que  négatifs,  il  est  évident  que  cette  éqm op¬ 
tion  est  possible  pour  une  certaine  valeur  de  vx.  Si  l’on 
admet  que  pour  les  différents  corps  p  soit  en  généi'Stl 
à  peu  près  la  même  fonction  de  l'intégrale  croîtra  cle 


P  » 


1  — 


vi 


dv 

p  —ï 
I  v  2 


dv, 


si  vx  reçoit  l’accroissement  positif  dvx  ;  l'accroissement  cle 
l’intégrale  sera  plus  grand  que 


dv ,  =  0. 


Il  sera  donc  positif,  et  l’on  voit  que  l’intégrale  définie 
qui  figure  dans  (19)  sera  positive  si  vx  surpasse  une 


to 


certaine  valeur  et  en  conséquence  que  Æ  sera  clans  ce 
cas  négatif  pour  cos2 a  —  cos2/9<0,  c’est-à-dire  pour 
a  +  ^8  >  si  la  lumière,  comme  clans  les  expériences  de 
Jamin,  passe  dans  un  corps  plus  réfringent  («>/?).  Mais 
nous  avons  vu  ci-dcssus  que  ce  cas  correspond  aux  corps 
à  réflexion  positive. 

On  peut  donc  montrer  par  le  calcul  comme  par 
l’expérience  que  la  réfraction  positive  a  lieu  pour  des 
corps  qui  ont  un  indice  de  réfraction  plus  grand,  la  ré¬ 
flexion  négative  au  contraire  pour  les  corps  qui  ont  un 
indice  de  réfraction  plus  petit,  tandis  que  la  différence 
de  phase  des  corps  qui  se  trouvent  à  la  limite  de  ceux-là 
varie  brusquement  de  0  à 

L’inlonsilé  du  rayon  réfléchi  polarisé  perpendiculaire¬ 
ment  au  plan  d’incidence  est  en  vertu  de  (17) 


A2  te  éO  /  1  I  +0.2  A?\ 

A  tr(«+S  1~r’s  J  ' 

et  l'intensité  du  rayon  réfléchi  polarisé  dans  le  plan 
d’incidence  est  en  vertu  de  (1(1) 


...siirta 
A'  - . 


sim  (a  4-/3) 


(l+tg2d). 


Si  l’on  désigne  par  F  le  rapport  des  deux  intensités, 
ou  obtiendra 

_  cos  (a  -J--  /3)  cos  J 

L  ~  cos  (a—ft)  cos  J  '  K~  ’ 

Ce  résultat  concorde  avec  celui  que  Cauchy  a  obtenu. 

J<u  nin  ayan  t  aussi  déterminé  expérimentalement  ce  rap¬ 
port,  on  peut  de  ses  expériences,  qui  donnent  k,  l’angle  dïn- 
d douce  principale  et  l'indice  de  réfraction,  déduire  la  valeur 
de  J  et  par  conséquent,  en  vertu  de  (18),  la  valeur  de 
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Si  Ton  admet  que  p  soit  déterminé  approxima¬ 


tivement  par  îa  formule  p  =  Pl  *  --J’  on  peut  déduire 

de  l'expérience  l'épaisseur  de  la  couche  intermédiaire. 

Ceci  fournit  un  contrôle  nouveau  de  la  théorie ,  qui 
exige  que  cette  épaisseur  soit  une  valeur  petite  et  posi¬ 
tive.  Le  calcul  des  expériences  de  Jamin  montre  en  effet 
qu'il  en  est  bien  ainsi,  quoiqu'on  n'obtienne  pas  de  cette 
manière,  comme  il  était  à  supposer,  une  grande  pré¬ 
cision.  J'ai  trouvé  ainsi  que  Pépaisseur  de  la  couche 
pour  les  différents  corps  est  comprise  entre  ~  et  ^5 
de  longueur  d'onde. 


Le  résultat  de  ces  recherches  est  donc  qu'on  peut 
expliquer  complètement  les  expériences  de  Jamin  par  la. 
seule  supposition  de  couches  intermédiaires  d'une  épais¬ 
seur  insignifiante,  donnant  lieu  à  une  variation  con¬ 
tinue  de  P  indice  de  réfraction ,  supposition  qu'on  a  évi¬ 
demment  plus  de  droit  de  faire  que  d'exclure. 


Copenhague,  le  2S  juin  1860. 


NOTES. 


NOi'M  I.  Eue  critique  du  mémoire  sc  trouve  dans 
JAirlselirilte  der  Ehysilo  ,  LIG,  p.  M\.  Elle  sera 
•ut ionuée  ci-dessous.  (Voir  noie  G.) 

NOI'E  2.  Jamilt:  Mémoire  sur  la  réflexion  de  la 
niêre  par  les  substances  transparentes.  Comptes 
idti-%  XXXI,  I S  1*X,  p.  dS‘d  284.  Mémoire  sur  la  ré- 
<‘t ît *u  de  la  lumière.  Comptes  rendus,  NXXII,  1848, 
î  1*7  IAO.  Mémoire  sur  la  réflexion  à  la  surface  des 
rps  transparenls.  Ann.  do  ehim.  et  de  phys.,  XXIX, 

■ûiya  :m. 

NOTE  IL  Dans  les  Comptes  rendus  se  trouvent  de 
mbreux  mémoires  sur  ce  sujet  (années  1X26  el  sui¬ 
ntes  ), 

NOTE  4.  En  ee  qui  concerne  les  signes  de 

sin(.r  <cx)  *,) 

sin(.t*  |  #,)  ‘  [\r(a  (•«,) 

ir  le  mémoire  de.  Lorenz,  Do^%  Ann.,  t.  CXVIII ,  le 
afrieme  mémoire  de  la  présente  édition. 

NOTE  5.  En  elfe!  on  trouvera 


4  S 


NOTE  6.  Dans  les  «Fortschritte  der  Physikru  1860, 
t.  IG ,  se  trouve  une  critique  de  l'intégration  approchée 
que  fait  Lorenz  de  l'équation  différentielle 


d'Â 


U  — IL  0 


U  5- 

■  e  h 


dvr 


a  — a  s 
e  P- 


u  s- 
e  é 


_  d{2À  —  d) 

it  du 


du  du 


O  , 


qui  est  intégrée  dans  la  supposition  que  et  ^  soient 
toujours  des  valeurs  petites.  Je  cite  ici  la  critique: 

„En  discutant  les  résultats,  on  maintient  l'hypothèse 
que  ~  a  toujours  une  valeur  très  petite.  L'auteur  n’a, 
pas  explicitement  mentionné  que  dans  le  cas  le  plus 
important,  celui  où  le  rayon  est  polarisé  perpendicu¬ 
lairement  au  plan  d'incidence  et  où  l'angle  d'incidence 
est  peu  différent  de  l'angle  de  polarisation,  cette  suppo-  * 
sition  est  contradictoire  avec  son  hypothèse,  que  la  direc¬ 
tion  du  rayon  réfracté  change  d’une  manière  continue 
et  qu’en  conséquence  la  courbe  enveloppée  n'a  pas  de 
point  anguleux.  En  effet  on  aura,  en  vertu  de  l'équation. 
~  =  t qui  est  admissible  pour  des  rayons  po¬ 
larisés  dans  la  direction  susdite,  et  en  ayant  égard  èt 

v .  dà  4^  sillet  ,  do  ,  7  , ,  .  ,  , 

1  équation  = - } —  cot  x-~~  ou  /  désigné  la  longueur 


/ 


dx 


d'onde  du  rayon  incident  et  o  la  distance  de  la  surface  à, 

*  i 

la  couche  pour  laquelle  l'angle  de  réfraction  est  «r, 

do  _ 4;rsin«  1  -f-  cos  ïx  dp 

du  l  cos  2  a?  clæ  * 


La  couche  enveloppée  n'ayant  par  de  point  angu- 

*1  (If 

leux ,  le  rayon  de  courbure - (et  par  suite  aussi 

cos  x  dx 


ne  peut  pas  s’évanouir  pour  x  =  45° 


en  consé¬ 


quence 


du 


sera  infiniment  grand  dans  la  couche  pour 


te) 


iaqurih'  l'angle  do  réfraction  x  est  égal  à  45°.  Mais  si 
rangh‘  de  polarisation  est  «,  il  résulte  de  l’équation 
u  *  fi  ^  llU{V  des  ileux  angles  a  et  /?  F  un  est  plus 
grand,  1  nuire  plus  polit  (pu1  45°,  car  ils  ne  peuvent 
rire  égaux  ,  el  mi  conséquence  il  y  aura  une  valeur  de 
,r  égalé  a  L>  ,  lorsque  ,r  varie  d'une  manière  continue  de 
"  a  Fa  meme  ehose  aura  lieu  évidemment  si  x  se 
irnrnm  dans  le  voisinage  de  l'angle  de  polarisation.  II 
rd  superflu  d  indiipier  les  limites ,  lac  îles  à  trouver,  en 
définis  desquelles  a  doit  dire  si  lue  pour  que  w  ne  dépasse 

1KH  *  \  . 

Il  >  ensuit  qu'on  ne  peut  jamais  négliger  le  dernier 
l orme  de  l'équation  différentielle  (l'équation  citée  au  com¬ 
mencement  de  cette  noie)  si  la  lumière  est  polarisée 
perpendiculairement  au  plan  <riiiri(lenre  (d.  si  l’angle  de 
FV  t‘>!  contenu  entre  les  limites  a  et. /?,  (4  en  particulier 
d  a  e*d  voisin  de  l'angle  de  polarisation.  Ln  consé¬ 
quence  ,  la  formule  (17),  qui  a  (dé  établie  en  négligeant 
le  dernier  tenue,  ne  peul  pas  être  appliquée  dans  ce  cas." 

La  eritique  est  sans  doute4  fondée ,  imi  tant  qu'elle 

dû 

démontré  <{u‘ou  ne  peut  pas  affirmer  que  “  soit  tou¬ 
jours  mu'  (juantile  peüt(%  et  que  dans  le  ras  en  question 
fequaliou  (17)  ne  j h *n t  pas  être  déduite  par  la  voit4 
-a u \ je  dan-  le  mémoire.  Je  <M*ois  pourtant  qu’on  peut 
établir  (|ue  l'equaTion  (  17)  <4st  probablement  admissible 
dan-  tntm  1rs  cas,  par  un  procédé  un  peu  différent,  en 
atppu-anl  qiK*  les  q ua ut i t t**s  ^  (4t  ^  sont  toujours  petilt4s. 

i  >n  peut  considérer  c()inm(4  évident  que  est  tou¬ 
jours  une  quantité  petite*,  mètiH4  en  eomparaisou  d  une 
longueur  (ftuide,  x  variant  (‘litre4  les  limites  a  el  /?,  dont 

la  différence  ed  grande  en  général,  tandis  qu’on  suppose 

•i 


sur- 
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que  la  coucha  intermédiahv  a  une  t'*j *ai — »-ur  qui  im 


passe  pas  une*  petite  fraction  de  lonuuïeur  d'oade. 


La  différence  de  marche  de  deux  layon-  réfléchis 
respectivement  par  la  couche  qui  correspond  a  la  valeur 

p  et  par  celle  qui  correspond  à  p  —  dp  e-t  -2  dp  cos  æ- 

Si  nous  désignons  par  /  la  longueur  d'onde  dans  le  milieu 

où  Fannie  de  réfraction  est  «,  une  longueur  d'onde  dans 

la  couche  précitée  sera  /  et  la  différence  ne  phase 

1  >m  a 

des  rayons  en  question 


ce  qui  donne 


-Lt  sin  a  .  .  . 

do  =  -  cu>  /  , 

/  >m  x 


d d  4-  siu  a  .  d o 

,/,  =  -  /  '  ,;üt^ée 


—  est  donc  aussi  une  quantité  très  petite,  excepté 

si  x  est  nul  fou  à  peu  près  nul),  auquel  cas  la  formule 

cesse  d'ètre  applicable. 

On  a  donc  dans  le  cas  en  question,  où  les  vibra¬ 
tions  sont  situées  dans  le  plan  d'incidence. 


u  =  h  logsin  2d\ 
du  =  dx  col  2æ . 


et  en  conséquence 


dd 

du 


do 

dx 


b?2 


x , 


par  où  Ton  voit  que  ^  est  aussi  une  quantité  très  petite 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  ne  se  trouvent  pas 

dans  le  voisinage  de  45°. 

La  fonction  f(u)  est  déterminée  par  F  équation  diffé¬ 
rentielle 
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,n  7»l  ,  . 

du  '  ■ (!  V(«) 

H")*'  1  '/"V  I  !  -M  ~=  c-  -^-1  /■(«). 


Si  la  perte  de  phase'  n'existait  pas,  o  et  ses  dérivées 
iraient  égales  à  zéro.  On  aurait,  donc.,  comme  on  l’a 
éuiontre  dans  le  mémoire, 


fin) 


eH  "fi  j  fi'fi  lc 
t"u  "fi  .1  "fi""* 


On  peut  (haie  considérer  cette  expression  comme 
ne  première  approximation  de  l'intégrale  de  l’équation 
illérentielle  ci-dessus,  td  on  peut  prendre 


fin) 


Il  l(j  ,  U*.— U 

n  î  v  fi  j  c  fi 

v"«  '"fi  1  vll'fi 


u  l'on  peut  avec  une  certaine  probabilité  supposer  que 
ait  uni1  valeur  qui  (litière  peu  de  zéro  dans  tout  l'inter- 
aile  de  a  a  fi  et  en  conséquence  que  la  première  dérivée 
e  À  par  rapport  a  x  ait  elle  -  même  une  valeur  peu 
ifïerente  de  Zéro. 

Ku  introduisant  a  a  la  plac.(v  de  x  dans  l'équation 
.ifferenfioile,  ou  aura 

O  >■'  U,1  r",i  "  dV&X  d)  ,  <IÀ  </(â-  .1^0 

lu’’  »  ii „  ii  v  u  du  1  du  (In 
t  t*  v  e 

Apre**,  avoir  été  multipliée*  par  [<"  "'fi  - }  ("fi  ") ,  cette 
quation  prendra  la  forme 


4* 
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U~Un  ,  Un - U\2(^À 

^ _ e  '  du _ (»— «^) __  £ Oy- u)\dà 

du  'du 

+(^-«/î_S -euruf§t  V-l  =  0. 


On  voit  qu’on  aura  pour  u  = 

f(«)-°,  £-0, 

et,  en  vertu  de  l’équation  différentielle, 


e2{llru))cÿdu 

du 


+ 


eHruîÿï^ 
«L  du 


3) 


du  V — I 


0. 


Comme  ~  et  ont  des  valeurs  petites  pour  toutou 
du  du  L 

les  valeurs  de  x  différentes  de  45°,  on  peut  négliger  la 

dernière  intégrale  en  comparaison  des  autres  termes,  fû 

45°  n’est  pas  compris  entre  fi  et  x.  Si  au  contraire  45° 

dl 

est  compris  entre  fi  et  il  peut  se  faire  que  devienne  * 

dâ 

grand  dans  le  voisinage  de  45°,  tandis  que  ^--s’approcher 


de  l’infini. 

On  ne  peut  donc  pas  dans  ce  cas,  sans  rechercher 
ultérieures,  négliger  la  partie  de  la  dernière  intégrale 
comprise  entre  les  limites,  qui  correspondent  à  æ  =  45°  — 
et  œ  =  45°  -\-v2,  to1  et  v2  étant  des  quantités  petites. 

En  introduisant  æ  au  lieu  de  u  dans  l’équation  diffé¬ 
rentielle  et  en  posant 
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(e«-^  +  eV~“)2=  <*(*), 

^(æ), 

on  aura,  en  vertu  de  u  =  -i]ogsin2æ, 


4>*' 


■« 


fwr 


dx 


-  tg  2  a  =  O . 


Nous  supposerons  à  présent  qu’on  ait£<æ,  æ =45° — 
y  étant  une  quantité  petite.  Comme  les  éléments  de  la 
dernière  intégrale  sont  petits  si  æ  n’est  pas  voisin  de  45°. 
on  peut  substituer  45°—»,  au  lieu  de  la  limite  inférieure 
fi,  vx  étant  une  quantité  petite.  L’équation  différentielle 
peut  alors  s’écrire 


dÀ  , 


9 


\dS  j 


v— i 


f  ,  ,dXdU-d) 


cot  %v  dv  =  0. 


Mais,  les  limites  de  la  dernière  intégrale  étant  très 
rappoehées,  on  peut  supposer  que,  dans  cette  intégrale. 

üTlad,  ^  sont  des  constantes;  on  aura  donc,  en 

*  v  ;  dx  dx 

intégrant  et  en  négligeant  des  quantités  qui  sont  insigni¬ 
fiantes  en  comparaison  des  quantités  conservées 


ifi 


dXd{À  —  d)  lt>n,  l 
dx  dx  °  r, 


0. 


1 

Mais,  tgü.r  élanl  sensiblement  égal  à  ^pour  x  -  450-r, 
le  dernier  terme  de  cette  équation  est  négligeable  par 
rapport  au  premier,  et  l’on  aura,  quand  x  s’approche 
de  45°, 


lim 

X  45° 
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Ceci  prouve  que  tous  les  éléments  de 


m  .  , dl  d(X  —  d), 
duJd" 
}uj3 


ont  des  valeurs  petites,  même  si  45°  est  compris  en  tut 1 
les  limites  {3  et  et  on  peut  dans  tous  les  cas  négliger 
cette  intégrale  dans  l’équation  différentielle. 

L’équation  de  Lorenz  est  donc  bien  fondée  quand 
on  suppose  que  ~  et  ^  sont  des  quantités  petites. 


NOTE  7.  On  a  établi  la  formule  en  supposant  que 
dd  dX 

~~  et  sont  des  quantités  petites,  et  la  formule  trouvée* 
démontre  bien  que  ces  suppositions  ne  sont  pas  incompa¬ 
tibles,  mais  ne  peut  pas  démontrer  que  l’une  est  une  consé¬ 
quence  de  l’autre. 

NOTE  8.  On  aura,  en  vertu  de  u  ----=  ua, 
f(u)  =  1,  i  «=  0. 

NOTE  9.  On  voit  par  les  formules  (16)  et  (17), 
combinées  avec  (18)  et  (19),  de  quelle  manière  la  perte 
de  phase  produite  par  la  réflexion  varie  en  fonction  de 
l’angle  d’incidence. 

Comme  le  coefficient  de  cos  ht  dans  (16)  est  toujours 
positif  et  que  tg  A  a  toujours  une  petite  valeur  positives 
on  voit  que  la  perte  de  phase  do  R  est  toujours  un  petit 
angle  positif. 

La  différence  des  phases  de  R  et  Rf  est  donc  sen¬ 
siblement  déterminée  par  la  perte  de  phase  de  R'  pro¬ 
duite  par  la  réflexion.  Mais  la  perte  de  phase  de  R' 
est  déterminée  par  la  valeur  de  tg  âT  jointe  au  signe  du 
coefficient  de  cos  ht.  Gomme  l’écart  par  rapport  aux 
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formules  de  Fresnel  s’observe  en  particulier  au  voisinage 
de  l’angle  de  polarisation,  on  doit  surtout  rechercher  com¬ 
ment  la  perte  de  phase  varie  dans  ce  voisinage. 

On  peut  donner  à  l’expression  de  tg  J'  la  forme  sui¬ 
vante,  comme  le  fait  M.  Mascart  (Traité  d’optique,  t.  II, 
p.  439), 


tg  J' 


4-  ~  _  (1  -|-  tg2  a)  cos  a 

/  (iy-1)  î’: 


-tg  « 


(®, —  sin2  a 


■*i 

p  dv  - 


- v .  sur  a 


dv 

\P7f 


(le  facteur  cos  a  au  numérateur  est  oublié  aussi  bien 
par  Lorenz  que  par  M.  Mascart). 

Le  terme  entre  parenthèses  sera  égal  à  zéro  pour 
une  valeur  de  a,  que  nous  appellerons  y,  déterminée  par 


sirr^ 


(»n 

v^pcb 

p  ,  , 


,‘t  l’on  aura  l  rois  cas  essentiellement  différents  selon  que 


oxi  p  désigne  l'angle  de  pola.risa.tion.  Le  dernier  cas 
comprend  celui  où  y  est  imaginaire. 

Nous  voyons  que  (g  J'  est  toujours  positif  pour  a 
assez  petit  et  que  le  signe  de  tg  A'  change  si  a  en  variant 
passe  par  y  ou  par  p. 

Dans  le  premier  cas,  t, g  J' sera  donc  positif  pour 
a  >p  ou  a  |  y?  M)0°.  Nous  choisirons  toujours  A'  dans 
le  premier  quadrant  positif  ou  négatif;  la  perte  de  phase 
sera  donc 

J'  |  üjjtt  pour  a  ~|  y9  >  ^  . 


Si  a  diminue*,  tg  J  croîtra,  H  pour  u  p  eh'viemlrm 
infiniment  grand,  ci  J  sera  égal  à  w2/ut  “  .  Si  a  pan-1" 

par  p ,  tg  J'  changera  de  signe*  en  même*  linups  (|iuv  î|é 
cocHicicnt  de»  cosÂ*/,  (‘l  par  suite  la  perle  de  phase'  s<  *rn 
située  dans  le  second  quadrant,  cl,  J'  étant  choisi  clam* 
le  premier  quadrant  négatif,  la  perle  sera  (‘gale*  à 

J  [  ;r  '■  ipr:  pour  a  fi  •  . 

CVst  le  cas  dos  corps  à  r<;tl<*xion  négative. 

Si  au  contraire*  /;•  j\  tgj'sen’a  négatif  pour  a  ^  ;  * 
(vt  la  |H4rta  de  phase  se*ra  située  dans  le  premier  ({u;e 
drant  négatif  c*t  sera  égale  a  J  dp: rr.  Si  a  dimiimtm 
la  valenir  absolut*  de  J  croîtra  et  deviendra  égala  11 

JT  . 

uy  P0Ul’  a  lK  tA  Passant  par  p ,  Ig  J'  et  le  coi  t  - 

citait  dt*  cos  Id  changeront  de  signe  et  la  perte  de  pim  -  * 
sera  située*  dans  h*  troisième  quadrant  et  sera  egah 
à  J'  j r  |  dpK.  ( '/est  le  cas  des  corps  à  réllexi***» 
positive». 

Dans  le  dernier  cas  y  />,  Ig  J  aura  toujours  l*- 

menue  signe  et  par  suite*  sera  temjours  positif.  Si  a  g* . 

tg  J'  aura,  la  forme*  JJ ,  mais  e*n  déterminant  la  vr;ii*- 
valeur,  on  verra  quYlle  se»ra  très  petite*  et  positive*,  l/iiugl* 
a  variant  et  passant  par  p,  le*  euedücieml  de*  eus ki  chan 
géra  de*  signe.  La  perte*  «le*  phase*  sera  doue  si  lu  eh*  dm  i 
le  pre*mier  (putdnmi  positif  pour  a  \  fi  *  (.)0  ’ ,  dans  |t 
troisième  quadrant  pour  a  f}- „(MY\  Lé  est  le*  cas  «le 
corps  à  réflexion  neutre. 

M.  Mascart  (Traité  efoidiefue*,  p.  MO)  dit  «pie*,  dhq  »r*  * 
la  tlmorie*  de*  honni/,,  tous  le*s  corps  ont  la  rdéxio %■ 
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positive  pour  un  petit  angle  d’incidence,  ce  qui  est  con¬ 
traire  aux  expériences.  Mais  comme  la  perte  de  phase 
ne  peut  être  observée  qu'au  voisinage  de  l’angle  de 
polarisation ,  cette  objection  contre  la  théorie  de  Lorenz 
n'est  pas  valable. 


DÉTERMINATION 


LE 

IA  DIRECTION  DES  VIBRATIONS  DE  L’ÉTHER 
LUMINEUX  PAR  IA  RÉFLEXION  ET  PAR 
LA  RÉFRACTION  DE  LA  LUMIÈRE. 


DÉTERMINATION  DE  LA  DIRECTION  DES  VIBRATIONS 
DE  L’ÉTHER  LUMINEUX  PAR  LA  RÉFLEXION  ET  PAR 
LA  RÉFRACTION  DE  LA  LUMIÈRE. 


ANX.  ï.  1U,  l\  238— m* 


NOTK 


Le-  présent  mémoire  se  rattache  à  deux  autres,  que 
j'ai  publiés  dans  le  tome  111  de  ces  Annales  (les  Ann. 
de  Poggp).*  Après  avoir  déterminé  dans  le  premier  la  noth 
direction  des  vibrations  par  la  diffraction  de  la  lumière, 
je  m'attachai  dans  le  second  mémoire  à  infirmer  Pim- 
portance  qifon  a  attribuée  aux  expériences  de  Jamiu 
pour  la.  solution  de  ce  problème,  eu  faisant  voir  qu'on 
pouvait  expliquer  ces  expériences  d'une  manière  simple 
qui  laisse  la  question  indécise. 

On  sait  que  l'expérience  a  prouvé  l’exactitude  des 
formules  de  Fresnel  relatives  à.  l’intensité,  modifiées  par 
la  correction  de  Jamiu.  Pans  des  expériences  que  j’ai 
laites  moi-même  sur  la  déviation  du  plan  de  polarisation 
par  la  réfraction,  la  valeur  observée  ne  s’est  pas  écartée 
de  12'  de  la.  valeur  calculée,  menu1  pour  une  déviation  de 
18°;  je  me  suis  convaincu  ainsi  que  les  écarts,  s’il  y  en 
a,  doivent  du  moins  être  très  petits,  ce  qu’il  subit  de 
constater  pour  le  but  du  présent  mémoire. 


Le  calcul  des  intensités  des  rayons  réfléchi  et  réfracté* 
a  été  lait  si  souvent,  qu’il  pourrait  paraître  inutile  de  le* 
répéter,  si  l’on  n’était  pas,  selon  les  hypothèses  dont  on 
est  parti,  parvenu  à  des  résultats  tellement  contraires, 
qu’il  présent  la  question  est  devenue  tout  à  fait  embrouillée*. 
Four  trancher  la  question  des  vibrations  de  l'éther  lumineux, 
j’ai  donc,  évité  toute  hypothèse  incertaine  ou  douteuse*, 
comme  l’égalité  des  pressions  et  des  déplacements  ilt  * 
part  et  d’autre  de  la  surface  do  séparation,  et.  j’ai  choisi 
comme  point  de  départ  du  calcul  les  lois  générales  du 
mouvement  des  corps  élastiques. 

Je  prends  pour  plan  des  coordonnées  yz  un  plan 
parallèle  à  la  surface  plane  qui  sépare  les  deux,  milieux, 
et  je  suppose  en  toute  généralité  que  la  densité  el  l'élasti¬ 
cité  de  Péther  soient  des  fonctions  do  x.  Les  équations 
différentielles  formées  dans  cette*  hypothèse1  sont  trans¬ 
formées  de  manière  à  pouvoir  être  intégrées  (ai  suppo¬ 
sant  plus  tard  que  la  densité  et  l'élasticité  do  Pélher  ne 
soient  variables  qu’enlre  des  valeurs  de  x  Irès  rappro¬ 
chées  (x">0  et  x<e)y  mais  qu'elles  restent  constantes 
en  dehors  de  ces  limites. 

Soient  £,  y,  Ç  les  composantes  du  mouvement  suivant 
les  trois  axes;  JVX,  iV2,  JV8,  1\,  ï2,  77a,  les  forces  de  pres¬ 
sion  normales  et  tangentielles;  ces  forc.es  élastiques  seront, 
comme  on  sait,  déterminées  par  les  équations  suivantes  : 
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où  X  ot  n  représentent  les  coefficients  d’élasticité,  fonc¬ 
tions  de  x,  et  où 

6  ==ôï^di  .  dA 

°  dx  '  8y+dz’ 

Si  l’on  désigne  par  t  le  temps  et  par  p  la  densité 


variable ,  les 

lois  du  mouvement 

seront  exprimées 

par 

les  équations 

différentielles 

ÔN1  dTn.dT2  __ 

dx  dy  dz 

‘  p  6?' 

(1) 

drl\  dN2  dl\  _ 

d~7) 

(2) 

d-r.  '  dy  dz 

=  PT?' 

dT  ,  dl\  ,  dN 

(3) 

dx  dy  dz 

=  f*  ôf 

On  satisfait  à  ces  dernières  équations  par  des  inté¬ 
grales  de  la  forme 


i‘t.  Pou  n’a  pas  besoin  de  chercher  des  intégrales  d’une 
l'orme  plus  générale  si  l’on  prend  le  plan  des  xz  pour 
plan  d’incidence  de  la  lumière,  ou  si  l’on  suppose  que 
là  plan  de  l’onde  est  parallèle  à  l’axe  des  y.  Nous  aurons 
par  suite 


Bf 

Bt 


k  V- 


U-  81 

1  ’  dz 


)i  V - 


Il  f  Ô1 
h  dy 


0. 


Kn  décomposant  les  vibrations  en  composantes  paral¬ 
lèles  et  perpendiculaires  à  Taxe  des  y,  on  peut  encore 
discuter  séparément  la  valeur  de  chaque  composante. 

Si  lus  vibrations  sont  parallèles  à  l’axe  des  y,  on 
aura  $  —  0  et  £  —  0  et  on  vertu  de  l’équation  (2) 


NOTE  3. 


(4) 


d[a\ 


en  posant 


NOTE  4. 


ÔX 

dJL 

ÔX 


(dâŸ 

-<l  ItoJ  ’ 


v  t* 


-IV  7 


Gette  équation,  qui  est  une  équation  différentielle 
ordinaire,  linéaire  et  du  second  ordre,  peut  être  mise 
sous  une  autre  forme  par  l'introduction  d’une  nouvelle 
fonction  U  et  d’une  nouvelle  variable  u.  A  cet  effet 
posons 


v  -  ^-^-1 

U  satisfaisant  à  l’équation 
SâV^idU) 


ü- 


dU 1 

dit 


(5) 


d_ 

du 


du 


=  e~iiV-lU. 


(6) 


Si  nous  cherchons  les  dérivées  de  nous  aurons 

dU] 


ÔTj 

ôx 

d7. 

ôx  l  ' 


l^ô  u-ÔV-l 

■  V- — 1  o-  6 

ôx 


u+ 


du 


)  du 
J  ôx 


ai  W 

” 108  s 

ÔX 


ôrj  iôd  Y' 
ôx  \ôx)^‘ 


et  en  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (4)  nous 
obtiendrons 

ôd 


*  NOTE  5. 


O  Su  .  dl0o  'dx  ôlogju 
^  ôx  ‘  ÔX  '  ÔX 


0.< 


La  variable  u  sera  déterminée  par  l’intégration  de 
cette  équation  qui  introduit  la  constante  c,  et  l’on  aura 
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Quant  à  la  constante  arbitraire  de  l’intégrale,  on 
peut,  provisoirement  la  déterminer  à  volonté  en  posant 

U  =  1  pour  U  =  Ua 


dll  A 

__0  pour  «=«*, 


(vt  l’ intégrale  sera  exprimée  par  la  série  suivante 


V  —  1  —  \dv\dnj 


%  — â-i  V  1 


v»-  rèup 

\dH\di<.\d'i(Adu4é 

vu .  vn  %{, j 


(S)*  *  K OTE  0. 


où  cî ,  <1„  ■  •  •  sont  des  fonctions  formées  avec  les  varia¬ 
bles  vf„  comme  8  l’est  avec  u. 

Nous  supposerons  à  présent  que  p,  p  et  par  conse- 
(|U(Hil  aussi  vt  et  d~  ne  soient  variables  qu’entre  des  limites 
|.rès  rapprochées  (î>0  et  *<s),  mais  restent  constants 
(ni  dehors  de  ces  limites.  Dans  le  premier  milieu  (vr<0) 
ces  valeurs  seront  désignées  par  /q,  p„  na  et  Z,  et  dans 
le  second  par  //„,  (K,  np  et  Zs. 
filant  donné 

dJ  M  J  c'est-à-dire  à  =  \x  pour  x<0, 


dS  ===  l  c'est-à-dire  8  =  4*  Pour  Æ>£’ 
dx  2  ’ 

8  variera  entre  ces  limites  d’une  manière  continue  de 
zéro  à  le,  et  pourra  par  suite  être  regardé  dans  tout 
ce  qui  suit  comme  ayant  une  très  petite  valeur.  De  plus 


(H> 


les  différentielles  du^  dut,  ...  dans  la  série  (S)  d  tous 
les  éléments  des  inl enraies  s'évanouiront  en  dehors  tl(*s 
limites,  et  pour  celle  raison  o x,  ...  seront  ici  1res 
*  note  r.  petits.*  Dans  la  série 


d  V 
du 


HâV 
- . .  e 


*K  : 


dltp 


i 


vu 


r*^j3  fi  \ 

-WWW*  "l)l  '•••  e» 

vu  I 

eu(IV  all  contraire  comme  facteur,  el  on  ne  pouf 
pas  négliger  ce  facteur. 

Les  séries  peuvent  aisémenl  être  sommées,  si  l'on 
fait  s  égal  à  zéro:  on  obtiendra 


*  NOTE  8. 

(f  .  '  i  f  ' 

na  u  0  ,  u  U(/' 

a  1  fi  j  v  fi  1 

(ÎO)  * 

du  pn^-A  c  fi  ('  fi 

du  fia u %  | 

(11) 

Si  Ton  substitue  ces  deux  expressions  dans  réqua¬ 
tion  (5)  d  <[u’on  remplaça1  u  el  à  par  leurs  valeurs  trou¬ 
vées  ci-dessus,  on  aura: 

Pour  x  négatif 


♦  NOTE  0. 


~~ixxV—  i 
e  1 


rJ-i . M,/ 1  •'•i'— 

iiJi  4”  /iJi 


et  pour  x  positif 


c  2/t,/,  (rl.txY- 1. 

V/>Ji  tlk  Vi4x 


V  — 
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Au  moyen  de  ces  valeurs,  il  est  facile  de  former 
l’intégrale  générale  de  l’équation  (4),  savoir: 


7}  = 
■fj  = 


Vi 


cos  (c — \ x) — cos  (c -f  l?) 


#  <  0 
a:  >0 


(12)*  *  NOTE  10. 


Dans  le  cas  en  question  on  doit  poser  c  =  kt—nz*  *  note  il 
On  voit  donc  que  l’onde  plane  incidente  donne  nais¬ 
sance  à  une  onde  plane  réfléchie  et  à  une  onde  plane 
réfractée.*  *  note  12. 

En  désignant  l’angle  d’incidence  par  a,  l’angle  de 
réfraction  par  /?,  on  aura 


sm  a 


Vl\+n * 


sin  /?  = 


Vll  +  n* 


et  si  nous  introduisons  ces  nouvelles  quantités  dans 
l’équation  (12)  en  remplaçant  lx  et  /2  par  leurs  valeurs 
n  cota  et  n  cot/9,  nous  obtiendrons  les  expressions  sui¬ 
vantes  pour  les  rayons  réfléchi  et  rétracté: 


IA 1  fi  (x 2  a  pi-  _ 

où  rjx  est  l’amplitude  du  rayon  incident. 

Si  nous  supposons,  comme  l’a  fait  Fresnel,  que  le 

coefficient  d’élasticité  soit  constant,  nous  parviendrons 

aux  formules  qu’il  a  données  pour  la  lumière  polarisée 

dans  le  plan  d’incidence.  Si  nous  supposons  au  contraire 

que  la  densité  soit  constante  )  et  si  nous 

^  \smïa  sim  £/ 

mesurons  l’intensité  par  le  carré  de  l’amplitude  multiplié 

par  la  densité,  nous  trouverons  pour  les  deux  rayons 

les  intensités  que  Fresnel  a  trouvées  pour  les  rayons 

5* 
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polarisés  perpendiculairement  au  plan  d  incidence.  Le 
résultat  est  donc  clans  les  deux  cas  d'accord  avec  les 
expériences,  que  Ton  fasse  l'une  ou  l'autre  hypothèse. 

*  note  13.  De  plus  on  trouve  facilement  que  les  déplacements  y* 
et  les  pressions  rl\  sont  les  mémos  dos  deux  côtés  du 
plan  de  séparation  (plan  dos  yz). 

On  pourrait  encore  arriver  au  résultat  par  une  méthode 
directe  qui  sera  appliquée  dans  ce  qui  suit,  et  de  ce  ré¬ 
sultat  découleraient  aussi  lies  velours  dos  déplacements. 
Si  j’ai  appliqué  la  première'  méthode,  r'est  qu'elle  donne 
plus  de  facilités  pour  faire  un  pas  do  plus,  à  savoir  pour 
traiter  le  cas  où  l'indice  do  réfraction  ne  varie  que  par 
degrés  insensibles ,  c'est-à-dire  oit  s  a  une  valeur  très 
petite  mais  n’est  pas  identiquement  égal  à  zéro,  car  dans 
ce  cas  il  faut  seulement  appliquer  les  séries  (8)  et  (9) 
ou  l’équation  (6).  Mais  comme  la  série  (9)  if  a  au  point 
de  vue  physique  d'importance  que  pour  le  rayon  ré¬ 
fléchi  et  ([ne  je  l’ai  déjà  étudiée  ou  détail  dans  un 
mémoire  antérieur  (Pogg.  Ann.,  t.  1 1 1,  p.  4(><>  ;  p.  38  de  la 
présente  édition),  je  me  borne  ici  à  renvoyer  à,  ce  mémoire. 
En  faisant  la  comparaison,  on  doit  toutefois  remarquer 
*  notk  u.  ({tic  d  a  une  valeur  double*  clans  le  mémoire  cité  et 
que  les  intégrations  multiples  qui  s'y  trouvent  faites 
sont  exécutées  dans  Tordre'  inverse,  ce  qui  d’ailleurs 
n’ affecte  pas  la  forme  de  la  série  pour  le  rayon  réfléchi, 

Si  les  vibrations  de  Téther  lumineux  sont  perpendi¬ 
culaires  à  Taxe  des  y,  c'est-à-dire  si  elles  sont  situées 
clans  le  plan  d’incidence,  les  équations  du  mouvement  (Y 
et  (3)  deviendront 


d 

dx 


-  u.  V  1/j 


<iz 


dx 


tdù' 

/t\dx, 


O,  (13 
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d 

dx  ^ 


CK. 

dx 


nV—H 

où  l’on  pose 


-»v--n|+(i+V)(£)f-°,  04) 


1/&. 
j  / * 


dd  _L  |^/  ïep 


dx 


et 


diï 

dx  * 


Nous  introduisons  à  présent  quatre  fonctions  nou¬ 
velles  déterminées  par  les  équations  suivantes: 

f  =  n(f  —  <P)  +  ^  ¥+</>')  .  (15)*  *  NOTE  15. 


^  l'm* 

il 

1 

-v. 

jj 

(16) 

1 

II 

(17) 

II 

—  V—  i 

.  (18) 

Au  moyen  de  ces  quatre  relations  on  peut  former 
deux  équations  différentielles,  qui  jointes  aux  équations 
(13)  et  (14),  où  <?,...  sont  exprimés  par  les  nouvelles 
fonctions,  donneront  quatre  équations  diffémitielles  per¬ 
mettant  de  déterminer  ces  nouvelles  fonctions. 

Pour  faciliter  les  calculs  ultérieurs,  nous  introduisons 
le  symbole  dx,  qui  a  une  signification  un  peu  différente, 
suivant  qu’il  s’applique  aux  différentes  fonctions  <//,  fi,  fi. 

Il  est  défini  par  les  équations  suivantes: 

dt(<pk)  -dV^d[(pe^~~^k]  djfijh) âV~-ld[<pe  ^  *&) 

dx  dx  ’  dx  dx  ’ 

dlf'k)  =  —,rv~i  d{<p'/v~xk\  djjfk)  =  ô'V-i 
dx  dx  ’  dx  dx  1 
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h  désignant  une  fonction  arbitraire.  De  ces  équations 
on  peut  déduire 

dAfï = M  ^ +v~i  —  4>k, 

dx  dx  dx r  dx  dx  dxY 


Si  nous  formons  ainsi,  au  moyen  de  l’équation  (15)? 
d£ 

l’expression  de  nous  obtiendrons,  en  vertu  de  l’équa¬ 
tion  (16), 


d  (—  ' 

dt {n<p) dx { n(p )  l\dx  ^ 

dx  dx  '  dx 

ou  plus  simplement 


,  fdd’ 


(19)  >îs 


De  la  meme  manière  on  obtiendra,  au  moyen  des  deux 
équations  suivantes, 


Nous  aurons  de  plus 

-(S)K«+v)(£)V+«-  ^ 

En  tenant  compte  des  valeurs  de  et  on 


trouvera 


v+o+mÆ)  “  /y(Ê! 


ce  qui  montre  que  les  deux  derniers  termes  de  l’équa¬ 
tion  sont  égaux  à 

fdd\\  ,  u—r  dÇ 

~lX\dx)  S+nV~1^- 
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Il  résulte  donc  de  l’équation  différentielle  (13)  que 

d-N 

=  0  ou  ^p  = 0 .  (21) 


A 

clx 


'  dx 


De  meme  l’équation  (14)  donnera 
à 


dx* 


d C  l7— 7  * 

:  —  n  V—  1  f 
dx 


0  ou  «_0.  (S2) 


Nous  supposons,  comme  nous  l’avons  déjà  fait  plus 

dâ  dj\r 

haut,  que  X,  /x,  p  et  par  conséquent  aussi  ^  et  ne 
sont  variables  qu’entre  des  limites  très  rapprochées 
(æ>0  et  æ<s),  mais  qu’ils  restent  constants  en  dehors 
de  ces  limites. 

Si  nous  posons 

§  =  d'=  l[x  pour  «<0, 

d  =  4*,  ff=  pour  <t>e, 

â  et  S'  varieront  entre  ces  limites'  d’une  manière  con¬ 
tinue  de  zéro  à  \s.  et  l[s,  et  pourront  par  suite  être 
regardés  comme  ayant  des  valeurs  très  petites. 

En  développant  par  exemple  le  facteur  dans 

l’équation 

=  e-âV^  *(?*** AÏâdx 

dx  "  dx 

en  série  suivant  les  puissances  de  d  et  en  intégrant  de 
j  =  fj  à  j  =  e,  le  premier  terme  sera  très  grand  en 
comparaison  de  tous  les  suivants ,  et  pour  cette  raison 
les  derniers  peuvent  être  négligés,  si  l’intégrale  ne  devient 
pas  infinie.  De  la  même  manière  nous  concluons  de 
l’équation  (19)  ou  ^  =  0,  en  intégrant  entre  les  mêmes 
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limites, 

m*-*  (23> 

et  des  équations  suivantes 

IC?“  o-  (24-) 

W**,  (25) 

*  NOTE  17.  I  Tt  |*  “ 0  I  Ts  |J'  .  (20)  * 

On  voit  donc  que  les  composantes  dos  déplacement--5 
et  les  forces  de  pression  sont  les  mêmes  des  deux  côtés 
de  la  surface  de  séparation. 

Des  équations  (15)  et  (17)  on  déduit  facilement  que- 
<p  et  <j>  correspondent  aux  vibrations  transversales,  p  et 

ip’  aux  vibrations  longitudinales,  et  que  </>  et  <p’  se  rap¬ 
portent  à  l’onde  réfléchie,  si  <p  et  <p’  se  rapportent  à 

*  note  îs.  l’onde  incidente.*  Désignons  les  valeurs  de  ces  fonctions 

à  la  surface  de  séparation  par  les  indices  1  et  2  pour 
le  premier  et  pour  le  second  milieu,  et  faisons  <pn  et  </\ 
égaux  à  zéro:  le  rayon  réfléchi  n’existant  que  dans  lo 
premier  milieu,  les  quatre  dernières  équations  devien¬ 
dront,  après  une  légère  transformation  do  la  troisième,  où 

l’on  remplace  (/t-f-^)  «*-|  (^)  par  {l  na  (-■  (Q  ]  : 


«(?-&)  VWx-Vtf)  -  \<9»  (27  ) 

—kilPï H^)-|-«(fr-^)  (2S> 

-iï) 

=  . (2<)) 

th 

~  (f f  ^<(K +  4>[) 

[■.-(*;-»>, +2<  <p\\  (3o> 

r  t 
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Pour  le  but  que  nous  avons  en  vue,  nous  pourrons 
nous  borner  à  résoudre  ces  équations  dans  un  cas  par¬ 
ticulier.  Nous  supposons  que  les  deux  milieux  diffèrent 
infiniment  peu  et  que  les  rayons  incidents  ne  contien¬ 
nent  que  des  vibrations  transversales.  On  aura  par 
conséquent  ^  =  0,  et  <p[,  — <pv  <p'.2  auront  des  valeurs 
infiniment  petites.  De  plus  nous  remplacerons  7X,  Z',  /q 
par  /,  et  Z  J,,  Z2,  fi2  par  Z— J-cZZ,  V— {—cZZ/,  fi-\-dfi.  Les 

quantités  <p\  et  <p\  peuvent  très  facilement  être  éliminées, 
o t  Tou  aura  alors  les  deux  équations  résultantes 


<P i  =  Vi 


n2-\-  3  Z2  dl  dp 

‘17+/*"  ai- %;  ]’ 


& = ?! 


'n~ — P  dl 
ÿ+P  fl 


3»,2 — P  du. 
Tf+P  % 


Do  ces  deux  expressions  il  est  facile  de  déduire  les 
valeurs  des  amplitudes  des  ondes  incidente,  réfléchie  et 
réfractée,  car  leurs  rapports  seront 


Kn  désignant,  comme  nous  l’avons  fait  plus  haut, 
l'angle  d’incidence  par  a  et  en  posant 


cotg  a  =  , 


da_  (U 

sin2a  u  1 


on  verra  que  les  rapports  des  amplitudes  auront  les 
valeurs  suivantes: 


da 


’tg  2a 


d 

-|-  (3sin2«  —  cos2  a)  ^  :  1  + 


da 

si  n2a 


dfi 

v 


(31) 


NOTE  19. 
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Les  formules  de  Fresnel  relatives  à  l’intensité  de  la 
lumière,  qui  doivent  encore  être  admissibles  dans  le  cas 
de  deux  milieux  réfringents  infiniment  peu  différents,  ne 
sont  d’accord  avec  ce  résultat  que  si  fi  est  constant, 
mais  elles  ne  le  sont  plus  dans  le  cas  contraire. 

Au  moyen  des  formules  (31)  nous  pouvons,  comme 
je  l’ai  montré  déjà  auparavant  (Pogg.  Ann.,  t.  111,  p.  460; 
cette  édition,  p.  31),  calculer  les  amplitudes  des  rayons 
réfléchis  et  réfractés  pour  des  milieux  dont  l’indice  diffère 
d’une  quantité  finie,  si  l’on  ne  tient  pas  compte  des  vibra¬ 
tions  longitudinales. 

Pour  se  faire  une  idée  correcte  de  ces  dernières 
ondes,  on  doit  remarquer  que  V  devient  imaginaire  pour 
*  note  20.  sin2 a  >  y-f1--  -  * ,  et  par  conséquent  au  moins  si  l’angle 

d’incidence  surpasse  45°  et  vraisemblablement  pour  des 
angles  d’incidence  beaucoup  plus  petits.  Les  ondes  s’éten¬ 
dent  dans  ce  cas  à  la  surface  de  séparation  comme  les 
ondes  à  la  surface  d’un  fluide  et  décroissent  très  vite  en 
même  temps  que  leur  distance  à  cette  surface  devient 
plus  grande.  Ces  ondes  longitudinales  ou,  comme  je  les 
appellerai  plutôt,  ces  ondes  superficielles,  donnent  de 
nouveau  naissance  à  des  vibrations  transversales  de  la 
même  espèce  que  les  vibrations  originelles;  si  l’on  tient 
compte  de  celles-ci  ou  si  l’on  fait  tout  de  suite  l’hypothèse 
d’une  différence  finie  entre  les  deux  milieux,  les  résul¬ 
tats  ne  concordent  plus  avec  l’expérience.  Il  faut  donc 
nécessairement  supposer  que  les  ondes  superficielles  ne 
sont  pas  capables,  pour  une  raison  quelconque,  de 
donner  de  nouveau  naissance  aux  vibrations  transver¬ 
sales  de  l’espèce  primitive. 


On  a,  comme  on  sait,  toujours  admis  l’existence 
d’une  absorption,  que  l’on  a  cherché  à  définir  avec  plus 
de  précision  par  un  coefficient  d'absorption.  Mais  tout 
calcul  fait  avec  un  tel  coefficient  implique  une  théorie 
des  corps  imparfaitement  élastiques,  et  nous  avons  encore 
bien  du  chemin  à  faire  avant  d’arriver  à  fonder  une 
telle  théorie.  Pour  cette  raison  on  peut  aussi  obtenir 
un  résultat  quelconque  au  moyen  d’un  tel  coefficient, 
le  résultat  ne  dépendant  que  de  la  manière  dont  on  a 
introduit  ce  coefficient  et  des  lois  d’après  lesquelles  on 
a  calculé  les  forces  de  pression. 

Avec  un  tel  point  de  départ  on  ne  peut  faire  avec 
sûreté  aucun  pas  en  avant.  Aussi  me  suis-je  abstenu 
d’aborder  toutes  ces  difficultés;  je  n’ai  supposé  ni 
absorption  ni  défaut  d’élasticité  de  l’éther;  les  vibra¬ 
tions  longitudinales  infiniment  petites  se  forment  en 
réalité  par  le  passage  de  la  lumière  à  travers  les 
couches  successives ,  mais  j’ai  supposé  qu’il  existe 
une  raison  pour  laquelle  ces  vibrations  longitudinales 
ne  sont  pas  en  état  de  reproduire  les  vibrations 
transversales  de  l’espèce  primitive.  Peut-être  doit -on 
en  chercher  la  cause  dans  ce  fait  que  la  surface  de 
séparation  n’est  pas  absolument  plane  et  que  par 
conséquent  les  ondes  superficielles  sont  réfléchies  plu¬ 
sieurs  fois  et  doivent  perdre  par  là  leur  caractère 
primitif. 

Le  résultat  obtenu  exclut  tout  à  fait  la  possibilité 
que  la  densité  de  l’éther  soit  constante.  Nous  pouvons 
donc  en  conclure  que  le  coefficient  d’élasticité  (nous  ne 
savons  absolument  rien  du  coefficient  de  compressibilité 
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A  proprement  dit)  est  le  même  pour  tous  les  corp 
transparents  et  non  cristallisés  et  pour  l’espace  vid( 
Il  s’ensuit  de  plus  que  les  vibrations  de  V éther  lunv 
neux  sont  perpendiculaires  cm  plan  de  polarisation. 


Copenhague,  le  28  juin  1861. 
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NOTES. 


NOTE  1.  Une  critique  du  mémoire  se  trouve  dans 
les  „Forl  schritte  der  Physik“,  t.  17,  p.  225. 

NOTE  2.  Le  premier  et  le  second  mémoire  de  la 
présente  édition. 

NOTE  3.  Dans  ce  qui  suit,  on  suppose  toujours 
que  les  composantes  vj,  C  son^  des  fonctions  de  la 
mémo  forme  que  f. 

NOTE  4.  Si  Ton  suppose  que  p  et  p  soient  des 
constantes,  on  aura 

f  dâ  \ 

V  =  cico*(c-dx;x)' 

e  et  <\  <'l.aat  indépendants  de  x;  tj  sera  alors  une  fonc¬ 
tion  périodique  de  x. 

(Test  pour  cette  raison  qu’on  a  adopté  la  notation 


d<3 

dx 


ri2, 


qui  sans  cela  serait  inintelligible. 

On  comprend  l’introduction  de  la  transformation 
qui  suit  dans  le  mémoire  en  comparant  les  formules  (5) 
cl  (G)  avec  les  formules  (14)  et  (15)  du  mémoire  de 
Lorenz  „Sur  la  théorie  de  la  lumière",  (p.  98  de  la  pré¬ 
sente  édition  ou  Pogg.  Ann.,  1. 118,  p.  121)  et  avec  celles  du 
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mémoire  „Sur  la  réllexion  de  la  lumière  à  la  surfaco 
de  séparation  de  deux  milieux  transparents  et  isotropes"  , 
|>.  liS  (Pogg.  Ann.,  I.  111,  p.  4G6). 

NU  l  K  5.  On  obtiendra  directement 


dx  \  dx 


d  lo 


dâ 


b  dx 

dx 


f 


d  log 


dx 


=  G; 


mms  ou  supposant  quo  rj  ne  soit  pas  indépendant  de  -r-r, 

on  rejette  l'équation  -'P  --  0. 

dx 

NOTK  6.  Il  suit  do  l'équation  (6)  que 


dtl 

(ht 


r  î 


XV—  il-  dâ V  —  1 

Isn* p 
P 


U  du  , 


fè>(  rèU  i 

ifiA'W'-W-i 


U  du. 


et  un  aura  la  rormule  du  mémoire  en  introduisant  soin 
le  second  signe  d'intégration  la  valeur  de  U  exprimée  par 
l'intégrale  double  ol.  cm  continuant  de  cette  manière. 

Pour  faire  usage*  de  la  série  ainsi  trouvée,  il  est 
pourtant  nécessaire  de  démontrer  sa  convergence ,  ci* 
qu'on  ne  peut  pas  faire  en  général ,  la  fonction  d  cM.îinl 
inconnue. 


NOTE  7.  Tous  les  éléments  qui  ne  sont  pas  com¬ 
pris  entre  «  ua  et.  u  =  u5  s’évanouissant,  â  w<*ra 
très  petit,  puisqu’il  varie  seulement  de  0  à  elt. 

NOTE  8.  On  obtiendra  la  formule  (10)  en  fa.isiaut 
d  -  O  dans  l'équation  (G)  et  en  intégrant. 
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On  obtient  la  formule  (11)  de  la  manière  suivante. 
En  vertu  de  l’équation  (6),  on  aura 


U  du , 

up 

et  en  substituant  la  valeur  de  U  donnée  par  (10),  on 
tombe  sur  la  formule  (11). 


dû _  %âV~l 

du  6 


d  ^ 

NOTE  9.  étant,  d’après  notre  hypothèse,  con¬ 
stant  en  dehors  des  limites  0  et  e,  on  aura  en  vertu  de 
Téquation  (7) 


-up  =  A 


i 


NOTE  10.  On  obtient  les  formules  (13)  en  mettant 
clans  les  expressions  trouvées  immédiatement  auparavant 


7)xe 1  "  '  à  la  place  de  et  en  prenant  les  parties 

Tr'i 


réelles. 

NOTE  11.  D’après  notre  hypothèse,  y  aura  la  forme 


(voir  note  3)  ou  du  moins  sera  la  partie  réelle  d’une 
telle  fonction. 


NOTE  12.  On  suppose  que  fonde  incidente  donnée 
ait  l’amplitude  rlx  et  que  celle-ci  se  divise  en  deux 
ondes,  dont  les  amplitudes  sont 

y,  /^a  {*  J  t 

et 
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dont  la  première  correspond  à  l’onde  réfléchie  et  la 
seconde  à  l’onde  réfractée. 

NOTE  13.  On  obtiendra  ces  résultats  en  faisant 
x  ==  0  dans  les  équations  (12)  et  en  remarquant  qu’en 
vertu  des  mômes  équations,  ^  aura  la  meme  valeur 
des  deux  côtés  du  plan  de  séparation. 

Voir  la  remarque  faite  dans  les  „Fortschritte  der 
Physik‘%  t.  17,  p.  230. 

NOTE  14.  Voir  le  mémoire  cité  p.  39. 

NOTE  15.  Si  l’on  convient  de  prendre  pour  direc¬ 
tion  positive  d’un  rayon  de  lumière  la  direction  do  sa 
propagation  et  si  les  vibrations  sont  situées  dans  le  plan 
d’incidence,  on  peut  adopter  la  convention  qu’une  vibra¬ 
tion  transversale  est  positive  si  elle  fait  un  angle  de 
-f-90°  avec  la  direction  positive  du  rayon,  et  qu'une 
vibration  longitudinale  est  positive  si  le  mouvement  se 
fait  dans  la  direction  positive  du  rayon.  De  plus  nous 
pouvons  faire  l’hypothèse  que  le  rayon  total  est  com¬ 
posé  de  quatre  rayons,  à  savoir:  un  rayon  transmis  à 
vibrations  transversales;  un  rayon  transmis  à  vibrations 
longitudinales;  un  rayon  réfléchi  à  vibrations  transver¬ 
sales,  et  un  rayon  réfléchi  à  vibrations  longitudinales. 
Nous  supposons  de  plus  que  le  plan  d’incidence  est  le 
plan  des  xz,  que  le  plan  des  yz  est  le  plan  réfringent, 
et  que  les  rayons  à  vibrations  transversales  et  a  vibra¬ 
tions  longitudinales  ont  le  même  indice  de  réfraction  et 
le  meme  nombre  cle  vibrations  par  seconde. 

Soien  a  et  a  les  angles  d’incidence  des  rayons  à  vi¬ 
brations  transversales  et  à  vibrations  longitudinales  et 
soient  r.  À,  r,  /'  les  amplitudes  des  quatre  rayons;  or: 


81 


aura,  en  désignant  par  f  et  C  les  composantes  du  rayon 
total, 

<?  =  — (r  +  r)  sin  a  +  (/—/')  cos  a', 

C  ===  (r —  t )  cos  cl  — j—  (A  —j—  X)  sin  cl. 


Si  les  ondes  sont  planes  et  si  le  mouvement  s’est 
propagé  dans  un  temps  dt  avec  une  vitesse  <y,  on  aura 
pour  le  rayon  à  vibrations  transversales 


œdt  =  cos  adx ,  wdt  =  sinarfo, 

dx  et  ch  étant  les  parties  des  axes  des  x  et  des  z  inter¬ 
ceptées  entre  les  deux  positions  du  plan  de  l’onde.  Mais 
dire  que  le  mouvement  s’est  propagé  d’un  point  à  un 
autre,  c’est  dire  que  l’état  du  mouvement  est  actuelle¬ 
ment  au  second  point  tel  qu’il  était  auparavant  au  pre¬ 
mier.  Or,  d’après  l’hypothèse  faite  dans  le  mémoire 
(voir  note  3),  les  composantes  des  vibrations  sont  de  la 
forme 


<p(æ)e 


ga-nz)V— 1 


on  bien  de  la  forme 

où  d  représente  la  variation  de  phase  que  subit  la  vibra¬ 
tion  quand  x  varie.  La  phase  ne  variant  pas  quand 
Fonde  se  meut  d’une  position  à  une  autre,  on  doit  avoir 


hdt  —  ~  dx 
clx 


0, 


et  par  suite 

k  cos  a  =  co 


dâ 

dx  ’ 


kdt  —  ndz  =  0 

k  sin  a  =  cou. 


De  la  meme  manière  on  aura  pour  le  rayon  à 
vibrations  longitudinales 

a  x 

k  cos  o!  =  (d  ,  k  sin  à  —  cdn. 

Ca/00 


6 


On  aura  donc 


7 


_1_ 

k 

1_ 

k 


—  ii> n  (r ■ -j- r)  +  u>  (i  —  X) 

w ^  (t  —  r)  +  w'n (X  -j-  /)  . 


1 


Ces  équations  sont  identiques  aux  équations  (15) 
et  (17),  si  l'on  pose 


(O 

¥ 


çp, 


par  où  l'on  voit  que  les  fonctions  p,  <p,  p,  fl  sont  pro¬ 
portionnelles  aux  valeurs  numériques  des  amplitudes  des 
quatre  rayons  (voir  p.  99  ou  Pogg.  Ann.,  t.  118,  p.  121). 
En  supposant  que  <p  et  p  aient  les  formes 


Ce 


(it-nz-'lf-x)  V-l 

p’  =  C'e'y  d*  1  , 

où  C,  C\  ^  sont  des  constantes,  et  que  cp  et  <p'  aient 
les  formes  analogues 

>--+ TS)vZ* 


Ce 


è’  =  C'e 


,iu-°s+Kx)v- 


on  obtiendrait  les  équations  (16)  et  (18)  en  différentiant 
(15)  et  (17). 

C'est  pour  cette  raison  qu'on  a  introduit  les  quatre 
fonctions  <p,  ÿ,  <p\ 


j  p- 

NOTE  16.  On  désigne  par  l’opération 
quée  aux  différents  termes  de  $. 


dx 


appli- 
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NOTE  17.  Le  raisonnement  de  Lorenz  est  ici  tout 
à  fait  faux,  comme  je  vais  le  montrer.  Car  on  a  par 
exemple  déduit  l’équation 

l£f  =  [£]*" 

de  l’équation  (19),  qui  est  elle-même  une  conséquence  des 
équations  (15)  et  (16).  Mais  si  f,  sont  des  fonc¬ 

tions  arbitraires  données,  on  peut  toujours  déterminer 
les  fonctions  auxiliaires  e>,  <p\  fl  de  telle  manière  que 

les  équations  (15)  et  (16)  soient  identiques. 

Par  conséquent  on  ne  peut  jamais  déduire  les  pro¬ 
priétés  de  f  de  l’équation  (19),  si  l’on  ne  connaît  pas 
les  propriétés  des  fonctions  <p,  (pf. 

De  plus  on  voit  facilement  quelle  est  Terreur  de 
Lorenz.  Il  est  vrai  qu’en  développant  le  facteur  *, 

qui  entre  dans  l’équation 

'l(peàV~lk) 

dæ  dx  ’ 

on  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  à  et  en 
intégrant  de  x  =  0  à  x  =  s,  on  peut,  si  d  est  très 
petit,  négliger  tous  les  termes  suivants  par  rapport  au 
premier,  et  qu’on  peut  traiter  d’une  manière  semblable 
les  expressions  analogues.  Mais  il  est  faux  d’en  conclure 
qu’on  puisse  en  conséquence  négliger  les  facteurs  ^T—l 

ou  ?  qui  entrent  dans  les  différents  termes  de 

d’ Hz 

Y  ,  car  il  peut  se  faire  que  les  termes  indépendants 
do  â  se  détruisent  à  peu  près  mutuellement,  de  telle 
façon  que  leur  somme  soit  du  même  ordre  que  la  somme 
des  termes  contenant  par  exemple  la  première  puis¬ 
sance  de  d. 


6* 
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On  ne  peut  donc  déduire  par  la  voie  suivie  dans  le 
mémoire  aucune  des  équations  (23),  (24),  (25),  (26),  mais 
celles-ci  doivent  être  regardées  comme  des  hypothèses 
nouvelles. 

NOTE  18.  Voir  note  15. 

NOTE  19.  Voir  note  15  et  les  formules  (15)  et  (17). 

/ 

NOTE  20.  C’est  ce  qu’on  reconnaît  en  remarquant 
qu’on  a  (voir  p.  69) 

k~p  =  p  f*)  =  (^  +  2/i)  (n2-j-  V 2) 
et  par  conséquent 


sin2# 


«  _ _ fi 

“,+  P  U  +  2/,)(l  +  0' 


SCR  LA  TIIKOlîIK  DM  LA  Lt'MlHKK. 


SUR  LA  THÉORIE  DE  LA  LUMIÈRE. 

PO  G  Cl.  ANN.  T.  U  XVIII,  1863,  P.  111—145. 

PUIL.MAG.  (4)  XXVI,  P.  81-93,  P.  205-219  *  *  XOTE  1. 

En  comparant  toutes  les  hypothèses  de  la  théorie 
moderne  de  la  lumière,  c’est-à-dire  toutes  celles  qui  ont 
été  regardées  comme  indispensables  à  l’explication  de  la 
réfraction,  de  la  dispersion  des  couleurs  et  de  la  polari¬ 
sation  circulaire,  on  aura  quelque  doute  à  l’égard  d’un 
instrument  si  compliqué,  dont  la  solidité  doit  diminuer 
beaucoup  avec  le  nombre  croissant  des  hypothèses,  meme 
quand  on  est  convaincu  de  la  probabilité  de  chacune 
d’elles  en  particulier. 

C’est  pour  cette  raison  que  j’ai  cherché  à  développer 
la  théorie  de  la  lumière  en  faisant  le  moins  de  supposi¬ 
tions  possible  tant  sur  la  nature  de  la  lumière  que  sur 
le  milieu  où  elle  se  propage  et  sur  les  corps  qu’elle 
vient  frapper.  Des  recherches  que  j’ai  faites  jusqu’ici 
il  ressortira  qu’une  partie  essentielle  des  hypothèses 
physiques  ordinaires  n’est  pas  nécessaire  pour  l’explica¬ 
tion  des  phénomènes  lumineux:  on  peut  en  effet  con¬ 
stituer  une  théorie  complète  par  une  méthode  différente 
de  celle  qu’on  a  suivie  communément  dans  les  recher¬ 
ches  théoriques,  et  en  particulier  en  donnant  un  déve¬ 
loppement  plus  étendu  à  la  partie  formelle  de  la  théorie. 


1. 


Equation  différentielle  du  mouvement  de  la  lumière  clans 
les  milieux  hétérogènes  et  non  absorbants . 

Si  l’on .  connaît  les  lois  du  mouvement  de  la  lumière 
dans  les  milieux  homogènes  et  isotropes  et  les  lois  du 
passage  de  la  lumière  d’un  tel  milieu  à  un  autre  de 
même  nature,  il  sera  évidemment  possible  d’étendre  le 
calcul  de  manière  à  obtenir  les  lois  du  mouvement  dans 
les  milieux  hétérogènes,  mouvement  qui  résulte  des  rayons 
transmis  et  réfléchis  une  infinité  de  fois.  J’ai  conduit 
le  calcul  jusqu’au  bout  dans  le  cas  simple  d’un  milieu 
composé  de  couches  parallèles  très  minces,  et  j’ai  trouvé 
qu’un  tel  milieu  disperse  la  lumière  et  est  doublement 
réfringent  à  la  manière  d’un  cristal  uniaxe  dont  l’axe 
optique  serait  perpendiculaire  aux  couches.  Mais,  quoiqu’il 
soit  possible  d’étendre  davantage  la  solution  du  pro¬ 
blème  sans  faire  de  nouvelles  hypothèses,  cependant  la 
méthode  est  en  elle-même  tellement  imparfaite,  que  j’ai 
rencontré  des  difficultés  insurmontables  quand  j’ai  essayé 
de  composer  un  milieu  de  deux  systèmes  de  couches 
parallèles  entrecroisées.  On  est  donc  dans  ce  cas  obligé 
de  recourir  aux  méthodes  plus  parfaites  de  l’analyse 
mathématique  en  exprimant  les  lois  du  mouvement  dans 
les  milieux  hétérogènes  par  des  équations  aux  dérivées 
partielles,  et  en  calculant  ensuite  la  marche  des  rayons 
par  intégration  de  ces  équations. 

Pour  cette  raison  il  est  indispensable  de  bien  pré¬ 
ciser  les  hypothèses  et  avant  tout  de  remplacer  la  notion 
du  plan  de  polarisation  par  celle  du  plan  de  yibration. 
Il  faut  déterminer  le  mouvement,  en  grandeur  et  direc¬ 
tion,  par  l’amplitude  et  par  la  direction  des  vibrations  ; 


mais  an  «iîiprmilaiit  a  a-  nolimt -,  a  Hdaa  onlinaira  das 
\  il  ira  t  i«  u  is  da  ■  aorp-  ala-d  iqiias,  imih  lia  irrnns  pas  unu 
hvpothrM*  rntüplalaluafd  dalrnuihaa,  | mi-.t |U%il  u>t  îiaaas- 
<ain*  qu’un  pui  -  a  aima  infarpraîrr  la-  \  il  >nd  i< ms  rumina 
da-  rotation-.  lOit-  aa  au-  la  diraat  imi  das  \  il  irai  ions 

tarait  Fa\a  da  roiaf  i*  ai ,  a!  l'ain]  *111  uda  das  v  ibratiuns  la 
dî-dauaa  auvuluira  «la-  ajaturnl  .  an  rotation  a  îaiir  position 
dVquilibn*. 

Î1  ma  faut  ilid  îar  iai  ur  aaft**  tlmihla  iidarpivlal ion, 
para»*  qna  la.  aalaul  qui  ui  \ auî  nu  noir-  ubliparunt  pas 
a  pl'aai  «T  tia\ailla^a  uaîîu  Jijvïuirjv  11)  put  ha  .a  ph\si(|Ua; 
rl  ,  anilinia  1* •  maïtH  Ul'u  îla  Ilia  «  I»  UlMurai!  pa*’  liîlf  auliv 

nara  ion  da  ra\afiir  tu*  la  p.irtiu  phvdqua  da  la  thuoriu, 

qu'il  ma  ni!  pt*nui  *  da  taira  oh  ur\ur  iai  qui»  l‘h\  puthasi* 
î|rs  v ibrafion  ,  loin  dVftv  iiîia  para  Halimi  niathrma- 

liqila,  apparaîtra  a  la  tilt  da,  pru  aidas  rurhuralsu*-  anmmo 
lr  iMïidt  lllfiil  la  plu  fU  ta  prilt  «* *1  |V  t  |tt’ou  puis  a  donmT 
a  la  thuoriu  phv  iqiit*» 

tarai  r;  d«  »îu  la,  h\  p*  dhu  us  mù\ aid  a  -,  y  umi» 

pri-  riiidaîarimiiaîiau  d*aiî  ja  \ ian  .  du  parlar  : 

Il  1/amplHuda  il  la  iîîr«-iiimi  < la.  \ ibratious  donna- 
n  ml  .  ui\  aid  la.  a  \a  da  a»  n  *rdt  miiuus  ruai  ai  tailla  iras  trois 
l’ompo  . anîa  /  *  qui  « i  \ # "i 1 1  a  la  dafarnthiulion  du 

ïiioii\iiîiaiiî  du  p*  ait!  ai  ai  itluj  a. 

On  si ipj h la  1* u  d*"-’-  \ iîasiîimis  avprimaa  par  las 
aquation  mn aida  au\  dmm aa-,  part  iullas,  qui  son!  va- 
lahlas  [Iiiiîr  1rs  iüîlïauv  iMitrïipas  »  t  iioïiîo^fana.s  : 


J 7  dad|/î jaid  ropuiafimi 


(1) 


90 


<92 

dx 


o)  une  constante  et  t  le  temps. 

Dans  un  tel  milieu,  supposé  illimité,  l’amplitude  des 
vibralions  peut,  comme  on  sait,  être  exprimée  par  des 
termes  do  lu  forme 


ou 


a  eos  (Jet — Ix  —  my  —  nz  -f-  cl) 

(  i  7  ,/■” 7\  (  kt — lx  —  w  y — nz)  V~T 

(u.  4~Z>1/ — l)e 


di([U( 

CO 


La  lumière  est  donc  composée  de  vibrations  pério- 
\s  (jui  se  propagent  avec  la  vitesse  constante 
dans  la  direction  de  la  normale  vax 

\ //“  j  vf-\-  >/2 


plan 


lx  -[-  my  nz  —  0. 


La  direction  do  cette  normale  sera  donc  celle  du. 
rayon  île  lumière. 


’d)  Dans  un  milieu  homogène  et  isotrope  les  vibra¬ 
lions  sont  perpendiculaires  au  rayon  de  lumière,  ou  plus 
généralement  (oVst-;Vdiro  dans  le  cas  d’un  milieu  limité) 
les  trois  composantes  sont  liées  -par  l’équation  différen¬ 
tielle 


<9ç  ,  dy  dC 
dx  ‘  dy  '  dz 


m 


:>)  Le  plan  ([ui  passe  par  la  direction  des  vibrations 
et  le  rayon  lumineux  est  perpendiculaire  au  plan  cio 
polarisation  du  rayon.  Celte  hypothèse  ne  peut  guèro 
avoir  d'influence  sur  les  résultats  relativement  à  la  pro¬ 
pagation  de  la  lumière  dans  les  milieux  hétérogènes,  ou 
lanl.  que  ces  résultats  sont  accessibles  à  nos  observation.;-; , 
allemlu  qu’ils  peuvent  être  déduits  sans  aucune  hypothèse; 


sur  la  direction  dus  vibrations  par  rapport,  au  plan  de 
polarisation.  Mais  un  huit  cas  je  regarde  colle  hypothèse 
ronmio  démontrée  par  mes  expériences  (Po^.  Ann.,  t.  111, 
P-  :»lô;  cette  édition,  p.  Il)  sur  la  diffraction  de  la.  lumière, 
car  on  ifa  besoin  que  des  équations  (i)  cl  (4)  pour 
justifier  les  suppositions  lai  b  s  a  l'endroit,  cité,  connue 
je  le  démontrerai  dans  ce  <[iti  suit. 

(tes  t  rois  hypothèses,  combinées  avec  les  formules  de 
Fresnel  relatives  a  la  réfraction  (‘t  à  la  réflexion  do  la 
lumière  a  la  surlace  de  séparation  de  deux  milieux  iso¬ 
tropes  (‘I  bonur/èiies,  serviront,  de  fondement  à  la  théorie 
qui  \ a  suivre.  <>n  ne  peut  plus  en  effet  douter  que  les 
formules  ne  soient  complètement  d’accord  avec  bas  ex¬ 
périences,  et  tpie  les  petits  écarts  mis  eu i  évidence  par 
Jamiii  ne  pui-senl  elro  nalurellomenl  expliqués  par  Tliypo- 
t  lié  a*  d’une  couche  continue  établissant  la  transition  d’un 
cnrp.*,  a  un  autre  {\nir  l*o^.  Ann. ,  t.  111,  p.  44>0,  et.  I.  :1  lb, 
p.  dt’h;  eut  te  édition,  p,  )j t  (‘t  p.  OS). 

Mu  réalité  les  petits  écarts  donnent,  une  confirmation 
ultérieure  de  l'exactitude  des  formules  dans  le  cas  où 
findice  (h*  refraction  change  brusquement,  cl,  dans  celui 
ou  il  \  a  rie  infiniment  peu ,  (‘I  c’esl  le  dernier  cas  qui 
servira  ici  (b*  hase  a  nos  calculs.  D'autre  pari  on  doil 
observer,  en  se  servant  des  formules  comme  base  théorique, 
qu'elles  doivent  rire  regardées  comme  déduites  stu iUk- 
meiiî  des  expériences ,  et  (|U(‘  pour  celle  raison  toute 
autre  formule  qui  présentera,  la  même  concordance  avec 
les  expériences  doit  avoir  la.  même  validité. 

Si  l’on  cherche  a  douma*  aux  formules  la  forme  la 
plus  eteudue,  il  e*d  évident  que  dans  l'expression  des 
formule**  relatives  a  l'amplitude  du  rayon  réfracté  on 
peut  introduire  en  facteur  une  puissance  arbitraire  de 
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l’indice  de  réfraction  ;  car  à  l’intérieur  du  corps  réfringent 
ni  l’intensité  ni  la  direction  de  polarisation  ne  peuvent 
être  déterminées  par  l’expérience,  et  en  dehors  du  corps 
le  facteur  s’évanouira  de  nouveau.  Lors  même  qu’on 
pourrait  mesurer  l’intensité  à  l’intérieur  du  corps  réfrin¬ 
gent  ,  le  facteur  en  question  serait  encore  indéterminé  ; 
car ,  bien  qu’on  puisse  regarder  comme  démontré  par 
l’expérience  que  l’intensité  de  la  lumière  dans  le  même 
corps  est  proportionnelle  au  carré  de  l’amplitude  des  vibra¬ 
tions,  la  puissance  de  l’indice  de  réfraction  qui  entre  ici 
comme  facteur  est  encore  inconnue  dans  ce  cas.  Toute¬ 
fois  nous  devrons  supposer  que  ce  facteur  est  le  même 
pour  les  vibrations  contenues  dans  le  plan  d’incidence 
et  pour  celles  qui  se  trouvent  dans  le  plan  perpendi¬ 
culaire  à  celui-ci,  car  cette  supposition  est  nécessaire 
pour  conserver  l’homogénéité  dans  les  résultats  suivants. 
Dans  cette  hypothèse  le  facteur  n’aura  aucune  influence 
sur  la  rotation  du  plan  de  polarisation  à  l’intérieur  cin 
corps  réfringent,  et  pour  cette  raison  la  détermination  cle 
ce  facteur  ne  pourrait  pas  découler  des  expériences  qui 
seraient  faites  en  vue  de  déterminer  cette  rotation. 

De  plus  le  signe  de  l’amplitude  du  rayon  réfléclai 
est  en  partie  indéterminé.  En  désignant  par  a  l’angle 
d’incidence  et  par  j3  l’angle  de  réfraction,  on  aura,  en 
vertu  des  formules  de  Fresnel  étendues  de  la  manière 
({ne  j’ai  dite,  les  expressions  suivantes  pour  les  rapports 
des  amplitudes  de  la  lumière  incidente,  réfractée  et 
réfléchie 

2  cos  a  sin  j3  /  sma\*  ,  tg  ( a  —  /?) 

*  sin  (a  +  /9)  cos  (a — 0)  lsin/3/  ’  tg  (a  +  Æ) 

si  les  vibrations  se  trouvent  dans  le  plan  d’incidence,  et 
#  2  cos  a  si  n/9  /sin  aŸ  -p  sin  ( a — 0) 
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si  les  vibrai  ions  sont  perpendiculaires  au  plan  d’inci¬ 
dence. 

ici  p  est  l’exposant  indéterminé  dont  nous  avons 
parle  el  auquel  Frosnel  attribue  la  valeur  zéro;  l’autre 
iudelerminalion  est  indi(iuée  par  le  double  signe,  mais 
on  doi(  observer  que  les  signes  sont  contraires  dans  les 
deux  cas;  car  nous  pouvons,  comme  on  voit,  choisir  à 
volonté  la.  direction  positive  des  vibrations  qui  se  trouvent 
dans  le  plan  d'incidence  et  la  déterminer  de  telle  manière 
quVIlo  soil  située  à  la  gauche  de  l’observateur,  si  le  plan 
d'incidence  est  pris  horizontal  et  si  l’observateur  fait 
face  au  rayon  de  lumière,  soit  incident,  soit  réfléchi. 
Mais  e'esl  un  fait  que,  si  la  lumière  est  réfléchie  par 
exemple  sous  un  angle  à  peu  près  égal  à  90°,  l’ azi¬ 
mut  du  plan  d'incidence  ne  change  pas  de  signe,  les 
signes  ('tant  calculés  de  la  manière  indiquée.  Par  consé¬ 
quent  \u  /?)ets!11^  .  ^  seront  dans  ce  cas  (a+ft  >  90°) 

cm  mémo  temps  négatifs  ou  positifs,  ce  qu’on  ne  peut 
obtenir  qu'en  supposant  que  ces  deux  expressions  ont 
des  signes  contraires. 

Mais  nous  no  nous  servirons  des  formules  citées  que 
dans  le  cas  où  l’angle  d’incidence  est  infiniment  peu 
dillerenl  de  l'angle  de  réfraction.  Si  l'on  pose  /?  =  a-[-f?aî 
ou  aura  pour  les  rapports  des  amplitudes  des  vibrations 
si! nées  clans  le  plan  d’incidence 


:  1 


(3> 


cl  pour  les  vibrations  perpendiculaires  au  plan  d’incidence 


1:1 


lsin°2a  tg  al  sm2cc 


(4) 
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Nous  supposerons  d'abord  que  le  corps  hétéro¬ 
gène  soit  stratifié  en  couches  d’une  direction  donnée 
et  de  telle  sorte  que  chaque  couche  soit  perpendiculaire 
à  l’axe  des  æ,  homogène  et  d’une  épaisseur  infiniment 
petite,  et  qu’elle  diffère  infiniment  peu  de  la  couche  sui¬ 
vante.  A  l’intérieur  d’une  telle  couche  le  rayon  se  pro¬ 
page  comme  dans  un  corps  homogène,  mais  à  la  surface 
de  séparation  il  sera  réfléchi  en  partie.  Les  vibrations 
seront  perpendiculaires  aux  directions  des  rayons,  tant 
pour  le  rayon  incident  que  pour  le  rayon  réfléchi.  Nous 
avons  ici  en  vue  les  rayons  élémentaires  ou  le  mouve¬ 
ment  virtuel  des  rayons.  En  ce  qui  concerne  le  mouve¬ 
ment  résultant  ou  actuel,  il  peut  se  faire  que  la  direction 
de  vibration  soit  toute  différente,  les  divers  rayons  réfléchis 
par  les  couches  successives  se  détruisant  par  exemple, 
tout  en  ayant  une  influence  sur  la  direction  des  vibra¬ 
tions  du  rayon  transmis. 

Si  nous  prenons  le  plan  d’incidence  pour  plan  des 
coordonnées  xz,  l’amplitude  du  rayon  à  son  entrée  dans 
le  corps,  c’est-à-dire  pour  æ  =  0,  peut  être  exprimée  par 
des  termes  de  la  forme 

=  P.  (r,) 

En  continuant  sa  marche  à  travers  le  corps,  le  rayon 
sera  continuellement  réfléchi  en  partie,  tandis  que  la  valeur 
de  A  varie,  ainsi  que  l’exposant  de  la  partie  transmise. 

L’amplitude  aura  alors  la  forme 

pPe~àV-i  ((}) 

dans  une  couche  correspondant  à  l’angle  d’incidence  a, 
couche  que  nous  désignerons  par  (a),  p  et  o  (la  porte 
de  phase)  étant  des  fonctions  de  «r. 
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Dans  la  couche  suivante  a  et  p  seront  remplacés 
par  a -{-cl  a  et  p-\-dp,  et  on  aura  en  vertu  de  (3)  et  (4), 
la  direction  de  vibration  étant  quelconque, 


dp  =  p(-r\ - ~\da. 

\sm2a  tga/ 

De  cette  équation  résulte  par  intégration 


a  étant  l’angle  d’incidence  pour  p  —  1,  c’est-à-dire  à 
rentrée  du  rayon  dans  le  corps. 

Pour  le  rayon  réfléchi  par  la  couche  suivante 
(«-{--  da),  p  aura  la  valeur  si  les  vibrations 

sont  situées  dans  le  plan  d’incidence  et  4 -  p si 
elles  sont  perpendiculaires  à  ce  plan.  Ces  valeurs  seront 
toutes  deux  désignées  par  pdu,  en  posant  dans  le  pre¬ 
mier  cas 

w  =  =p  x  log  sin  2  a  ...  (S) 

et  dans  le  second 


u  =  ±4  logtg2«. 


(9) 


Nous  désignerons  des  fonctions  analogues  à  p,  o,  u 
correspondantes  aux  couches  (aj,  (a0)  . .  .  par  les  mêmes 
lettres  affectées  des  indices  1,  3  ...,  et  les  mêmes  fonc¬ 
tions  correspondantes  aux  couches  (a)  et  (b),  (b)  étant 
la  dernière  couche  du  corps,  par  pa,  §a,  et  pb,  dbl  ub. 

L’amplitude  du  rayon  réfléchi  par  la  couche  («2) 
sera  donc  ___ 

pJPe^'^^du^ 

Le  rayon  passant  de  cette  couche,  pour  laquelle  la 
perte  de  phase  est  d2,  à  une  couche  suivante  (a,),  la 
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note  2.  phase  sera  en  retard  de  la  quantité  d—S^*  L’amplitude 
sera  donc  ici 

v=ldu.r 

Le  rayon  sera  de  nouveau  réfléchi  partiellement  pax’ 
le  plan  de  séparation  de  la  couche  suivante 
la  partie  réfléchie  aura  l’amplitude 

— Pl  . 

Le  rayon  parviendra  enfin  à  la  couche  (a),  la  phase 
étant  de  nouveau  en  retard  de  â—à^  et  il  aura  l'am¬ 
plitude 

— P  . 

La  somme  des  amplitudes  de  tous  les  rayons  réflé¬ 
chis  deux  fois  par  l’ensemble  des  couches  sera  donc  ex¬ 
primée  par  l’intégrale  double  de  cette  expression,  u2  variant, 
de  h  ub,  et  ensuite  ux  variant  de  ua  à  u.  Cette  somme 
sera  par  suite 

r*u  r*ub 

—P  Pe-^-1  yUl  W^-^,  (  10  > 

Vua  Vux 

pPe~â[~~{  étant,  en  vertu  de  (6),  l’amplitude  du  rayon 
non  réfléchi. 

Soit 

pPe^^U  (11) 

l’amplitude  du  rayon  composé  des  rayons  réfléchis  0,  2,  4  .  „  . 
fois;  U  sera  déterminé  par  l’équation 

U  =  1  — {du\du,e2(-à'-âl)V-lU2, 

VUa 


(12) 


\ü 


/  riant  une  tdnetiou  tonner  avec  it>%  comme  V  Pesl 
a\  rc  a.  Si  fois  mbdihtr  et *i  1 1 ^  va I ou r  de  (  ,  ( T  sera 
exprimer  par  sua*  M*rie  i  u  t  i  1 1  i  t  * .  ha  \alidilê  de  l'cxpres- 
sit»u  (11)  »  l«  *\  ieitl  r\idrii{e  par  ce  développement  (  a  t  s<  a*i<\ 
t li ait  h forme-  >ttcee— j|\  < U ‘-iju tout  1rs  amplitudes  dos 
ra\  nu  rrtlrclii  -  P  J,  1  ...  fois;  ollr  l  '  t ‘S  |  é^nlrmenl  par 
la  radon  que  unir-  pnu\ous  supposer  qur  ce  rayon  nnu- 
pna*  a  r|e  de  )iiil|\fiUl  rrîlerhi  1 1 o u X  fois  par  loillrs  1(*S 
rtiîirlsr-  ai i  *  que  IVxprr-sion  obtenue  soit  changée  par 
relie  opération. 

!  railleurs,  rainpliludr  t  lu  rayon  compost’*  réübelh 
h  d,  d  ...  ldi  -  r  d  exprimer  par 


n  i 


tir 
f In  ’ 


(10 


f  Vite  e\pre  ion  et,  comme  ou  voit ,  t*n  vt*rl  u  do 


(Pi,  r”u!r  a 

o:  !n\)I  \r 

eî  relie  int  «-/raie  n -piv sei il e  l'amplitude  du  rayon  rom¬ 
pu  u  sviprbi  une  ldi  .  par  la  couche  (//), 

t  fr  .  de  u  \  inunn  comptées,  h*  ray  ou  rolloohi  t*l  It* 
i a \ , «n  jriVacle ,  prodiiisent  eu  a*  superposant  lo  mouve¬ 
ment  actml  de  la  lumière  dans  lu  corps.  Si  les  vibra- 
| ii ai  o j i {  perpendiculaire^-  au  plan  d  incidence ,  lt*ur 
diieiliuii  e  î  îa  tueuse  daim  le-  deux  ra>oits  cl  [amplitude 
;n  1 1  telle  -lia  alni*.  la  -ottsinc  des  deux  expressions  (  1 1) 
il  f!d|.  >t  au  o ustraire  les  dhndiuiH  soûl  situées  dans 
ir  plan  < riïioît îot i<  e,  elles  tdruuf  dans  les  <leux  rayons  des 
auihe  dijiefeid  -  a\  ec  le “*  axes,  Kilos  soûl,  rumine  nous 
laurn  «lit,  perpetitltutlairt-,  au  rayon,  ot.  si  Ton  complu 
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la.  direction  positive  à  la  gauche  d’un  observateur  qui 
fait  face  au  rayon,  les  vibrations  du  rayon  incident  feront 
dans  la  couche  (a)  l’angle  90°—  a  avec  Taxe  des  x  et 
180°  —  a  avec  l’axe  des  0,  tandis  que  celles  du  rayon, 
réfléchi  feront  l’angle  90° — a  avec  Taxe  des  x  et  l’angle- 
*  note  3.  a  avec  l’axe  des  0.* 

Si  l’on  désigne  les  composantes  de  l’amplitude  ac¬ 
tuelle  suivant  les  deux  axes  par  ç  et  on  aura 

f  =  sin  a-pPe-M^  (  U-ï£),  (W 

C  =  — cos a-pPe~âV~l  (lo) 

La  fonction  U  est  déterminée  par  l’expression  (12) 
ou  par  l’équation  différentielle 


£-U—9Vziï€lÈ  cIE 

du 2  ^  du  du 


(16) 


déduite  de  cette  expression. 
Si  l’on  pose 


-<n—  1 


U- 


dU\ 
du  ) 


-âV  —  i 


on  obtiendra,  en  écrivant  simplement  dd  au  lieu  de  ^  du,. 


d (eus) 
~~dd~ 


—  1/ — 1  e“s', 


d{e~us') 

dd 


—  V— 1  e~“s  » 


et  par  conséquent 


d  t  _2îId(e“s)\ 
dâV  dd  ) 

d  (  2«  d(e~us') 
dd{  "  dd 


+  e~us  =  0  , 


0. 


r  (1S> 


I>r  plus  nous  remplacerons  dans  les  équations  (14) 
(‘1  (  la)  sin  (/  rl  ros  a  par  des  expressions  nouvelles.  Il 
fa  ni  rappeler  que,  d'après  (o)  <  d.  ((>) ,  ramplitude  du 
ra\on  siniplr  transmis  par  la  rouehe  (a)  était  exprimée 
par  de*  termes  de  la  forme 

i  (/.’/  o  it::)  \  1 

I  )ans  l'element  de  temps  t/f  le  mouvement  s'est.  propagé 
à  la  petite  distance  ros  a  tLv  ou  sin  a dz  avec  une  vidasse 
^  et  par  conséquent  cette  distance  est  déterminée  par 

<o  fit  cos  a  (Lv  ou  wrfl  sin  a  (h. 

Mai ‘s  te  temps  et  les  coordonnées  varia, ni  eu  même 
Imip-,  la  phase  hi  a  //;•  r<kst<‘  invariable.  On  aura 
donc 

U  /.-,//  ,lf  i/.r  H  0  /,-,//  mis, 

tLv 

et  cri  te  rtpiaüon  combiner  avec  la  précédente  donnera 

/,*  cos  a  to  .  et  /.*  sin  a  (ou .  (Ml) 

tLv 

Si  nous  introduisons  U  ‘s  e  a  pressions  (n)  (‘t,  (7)  de 


/'  et 

tt%  et  .si  nous  posons 

fi  <t)p  sT 

p» 

s  ? 

0<>) 

non , 

obtiendrons 

„  (  to  HS  (A*/  //,; 

~  J  r 

)V  1 

t 

01) 

%  1  1  ;  (/() 

y  <u 

„  .  i  -tiù  ,  a-t 

r  *  M>  1  ,  «  t’ 

*  1  »  tir 

-HZ)  l  l 

1 

Oü) 

J,  .1 

esi^nanl  un  facteur  constant. 

7* 
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De  plus  nous  aurons  en  vertu  de  (8) 


u  =  -f- 1  log  sin  2  a  = 


const.  -{- 1  log 


expression  dans  laquelle  on  peut  négliger  la  constante. 
Dans  le  premier  des  deux  cas  indiqués  par  le  double 
signe,  on  aura  donc 


»- -4  !<>»(<»■  g).  (23) 

Si  nous  introduisons  cette  valeur  de  u  dans  les  ex¬ 
pressions  de  s  et  s',  on  aura  en  vertu  des  équations 
(21)  et  (22),  en  prenant  <%  pour  variable  indépendante, 


Si  dans  la  dernière  équation  nous  posons 


1  dÇ 

.  idSŸdx  ~  <p' 

U) 


celle-ci  sera  remplacée  par  les  suivantes 


^  I 

dx'of^ 


0, 


d 


dx 


(26) 


(27) 
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En  vertu  des  équations  (19),  ou  aura 

(dd\2 _ 

dx  )  w~ 


cl  en  remarquant  que  t  et  z  n’entrent  pas  dans  les 
fonctions  f,  Ç  et  ç?  en  dehors  du  facteur  on 

reconnaît  que  les  facteurs  fc2,  w,  wa-  multipliés  par  ces 
fonctions  peuvent  être  remplacés  par  les  symboles 


<92 

dt*' 


V—i 


ôz ’ 


<fe2  * 


On  obtiendra  donc,  au  moyen  de  l’équation  (37), 


d{a*  L)  .  _8*<p 

'  "  (Le  "r<°  cV  c/r 


(28) 


L’équation  (24)  peut  être  déduite  de  la  même  équa¬ 
tion  (27)  en  posant 


co<p  =  aÇ;* 


*  NOTE  4. 


mais  la  constante  a  ne  peut  pas  avoir  une  valeur  arbi¬ 
traire,  ce  qu’on  voit  en  introduisant  cette  valeur  de  <p 
dans  (2G). 

On  aura  alors 


a 


0. 


Mais  cette  équation  doit  encore  être  admissible  si 
o)  est  indépendant  de  ai,  et  on  aura  dans  ce  cas,  en 
vertu  de  l’hypothèse  (2), 

-dï  J_  =  0  ou  bien  ^  -  n  V—i  C=  0- 
bx'dz  _  ox 

V—  1 

d’où  il  suit  que  a  —  — — . 
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L’équation  deviendra  alors 

*&f) ,  9(ÿ) 


dx 


0. 


En  différentiant  l’équation  (2b)  par  rapport  a 

ô<p  1  -z-  ,  0<p 

par  rapport  à  x  et  en  posant  -  p  'v|  - 

on  aura 


-a£  et 
oj  dx 


n  _ 

i 

ôzl 

ôxôz 

af  dfr  1 

ô x 

y?  _ 

1  dX 

dx~ 

dx  ôz 

co 2 

On  peut  faire  le  calcul  de  la  môme  manière,  si 
prend  le  signe  inférieur  dans  l’expression  de  w,  < 
l’on  pose 

mais  dans  cette  supposition  les  résultals  ne  seront 
aussi  simples  que  précédemment.  La  raison  en  est 

dâ  l  /Te2  ’ 

dx  =  y  âf  —  u~  en^rera  comme  facteur  dans  les  ex 

sions  de  f  et£  et  celles-ci  ne  peuvent  pas  elre  délenn 
par  des  équations  différentielles  du  second  ordre, 
que  cela  soit  possible  il  est  nécessaire  de  prend] 
signe  supérieur  dans  les  formules  de  Frosnel,  doi 
sous  la  forme  indiquée  ci-dessus;  et  nous  no  poi, 
vrons  pas  plus  loin  les  conséquences  de  la  suppôt 
contraire. 

Si  les  vibrations  de  la  lumière  sont  porpondicul 
au  plan  d’incidence,  on  aura  en  vertu  de  lY-quatioi 
pourvu  qu’on  prenne  seulement  le  signe  supérieur, 

d(7 


I-  log  tg  a 


const.  — -J  log 


dx  ' 
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L’amplitude  actuelle  q  est  la  somme  des  deux  ex¬ 
pressions  (11)  et  (13)  ou 


y)  —  p  Pe 
Si  l’on  pose 
on  obtiendra 

V  = 


-8V—U 


>Ps. 


wpq 


A, 


ks 

V£ 


(kt—nz)  V — 1 


(32) 

(33) 


Al  désignant  comme  auparavant  un  facteur  constant. 
La  première  équation  (18)  donnera 


+ 


OU 


dar  1  \dxj  ^ 
dæ&  '  ôz 2 


0 


1^1 

CO 2  df 


(34) 


Des  équations  obtenues  pour  la  détermination  de 
ç,  y,  C  on  peut  déduire  les  équations  générales  dans  le 
cas  où  les  composantes  dépendent  aussi  de  y.  Il  faudra 
nécessairement  qu’elles  aient  la  forme  suivante 


(-4 


yjîî  iJ- 

_ÔJ  _ 

1  d2ç 

Aç~ 

ôx 

A  df  ’ 

Éq- 

66  _ 
ôy  ~ 

il 

J 

dti 

1  SX 

AX- 

~Ôz  ~ 

~  cü~  df  ’ 

où 

A  = 

il-i. 

d**^ 

d2  d2 
ôy2'  ôz 2 

et 

0  = 

*1+ 

dx  ' 

h+K 

ôy  ôz  ‘ 

Nous  retomberons  de  nouveau  sur  les  équations  (30), 
(31)  et  (31)  si  les  eoinposantes  ne  dépendent  pas  de  y. 

De  la  Tonne  symétrique  des  équations  (^1) ,  qui  ne 
changent  pas  par  une  rotation  des  axes  coordonnés,  nous 
pouvons  conclure  en  outre  qu’elles  seront  encore  admis¬ 
sibles,  si  w  regardé  jusqu’ici  comme  fonction  de  x  seule¬ 
ment  est  uno  fbnclion  arbitraire  de  x,  y ,  Ces  équa¬ 
tions  expriment  donc  les  lois  générales  du  mouvement 
do  la  lumière  dans  un  milieu  hétérogène  quelconque, 
qui  loulefois  n'absorbe  pas  la  lumière. 

la ‘S  principes  dont  on  doit  se  servir  pour  le  calcul 
do  la.  diffraction ,  de  la  réllexion  et  cle  la  réfraction  de 
la  lumière ,  ou  lus  conditions  (fui  doivent  être  remplies 
dans  le  passage  de  la,  lumière  d'un  corps  à  un  autre 
peuvent  aisément  èlro  déduites  de  ces  équations  géné¬ 
rales.  Supposons  que  le  plan  des  coordonnées  yz  soit 
la  plan  de  séparation,  pour  lequel  on  veut  chercher  les 
roudilious  do  passage.  On  multipliera  alors  les  équa¬ 
tions  par  dm  et  par  dxdx  et  on  les  intégrera  une  fois  et 
deux  fois  <lo  x  0  à  œ  •■■■--=  e,  e  ayant  une  valeur  in- 
ünimenl  peüle.  Toutes  les  intégrales  dont  les  éléments 
no  soûl  pas  infinis  s'évanouiront,  et  les  éléments  ne 
deviendront  infinis  qu’à  condition  qu’ils  contiennent  les 
dérivées  par  rapport  à  x.  On  peut  donc  cle  la  seconde 
aquation  différonlielle  (A)  déduire 


<jV  . 
(hv 


Oç 

(h/ 


s  '  i  e 


^  o 


et 


Pareillement  de  la,  troisième  équation  (A)  on  peut 


déduire 


K 


r*  a*n 


roa\ 
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En  général  la  première  équation  donnerait  aussi 
deux  équations  de  condition,  et  on  obtiendrait  en  tout 
six  équations  de  condition;  mais  ici  de  la  première 
équation  on  ne  peut  déduire  que  la  relation 


S?  , 

ôy  '  dz\ 


a:  =  £ 


=  o 


i#  =  0 


(ce  qu’on  pourrait  aussi  conclure  des  équations  trouvées 
auparavant)  et  l’identité  0  =  0. 

Mais  les  quatre  équations  de  condition  (35)  et  (36) 
déjà  obtenues  suffisent  précisément  au  calcul.  La  théo¬ 
rie  de  l’élasticité  donne  au  contraire  six  conditions  pour 
la  surface  de  séparation,  et  nous  sommes  par  conséquent 
forcés  de  supposer  qu’il  se  produit  des  vibrations  longi¬ 
tudinales  à  chaque  réfraction. 

J’ai  déjà  indiqué  que  les  hypothèses  dont  je  me  suis 
servi  comme  base  pour  le  calcul  de  la  diffraction  de  la 
lumière  (Pogg.  Ann.,  t.  111;  premier  mémoire  de  cette 
édition)  peuvent  être  déduites  des  hypothèses  (1)  et  (2). 
Cela  peut  se  faire  par  la  méthode  employée  ici  en  multi¬ 
pliant  les  équations  (1)  par  dx  et  par  dxdx  et  en  inté¬ 
grant  une  fois  et  deux  fois  de  a  =  0  à  x  —  e.  Les 
six  équations  obtenues  de  cette  manière  expriment  que 
les  composantes  des  vibrations  et  leurs  dérivées  par  rap¬ 
port  à  x  sont  égales  des  deux  côtés  du  plan  x  =  0. 


2. 

Intégration  des  équations  différentielles:  Double  réfraction, 
dispersion* 

Dans  les  équations  (A)  qui  expriment  les  lois  du 
mouvement  de  la  lumière  dans  les  corps  hétérogènes  et 
qui  n’exigent  pas  qu’on  se  forme  une  idée  précise  de  la 


*  XOTE 
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nature  des  vibrations,  ne  se  trouve  qu’une  seule  fonction 
c o  qui  dépend  immédiatement  de  l’hétérogénéité  des  corps 
et  qui  pour  cette  raison  peut  être  une  fonction  arbitraire 
de  x,  y,  z.  Une  telle  fonction  peut,  comme  on  sait,  en 
vertu  du  théorème  de  Fourier  être  développée  en  série 
et  représentée  par  la  formule 


JL_ 

o 

(jf 


1 


ou 


P  P 


2  £p  COS  pp~\  , 
a^ArbpîjA-CpZ-^dp  ^  ^ 

i  Up-\-0p-\-Cp 


(l) 


1. 


Les  coefficients  Q,  ePl  ...  sont  des  constantes  et  ï> 
désigne  la  somme  qu’on  aura  en  attribuant  toutes  les 
valeurs  entières  à  l’indice  p. 

On  obtiendra  de  cette  manière  l’expression  la  plus 
1 

générale  de  la  fonction  — „  ;  mais  si  l’on  conservait  une 

CO “ 

telle  généralité,  qui  embrasse  un  conglomérat  quel¬ 
conque  de  corps  transparents,  l’intégrale  ne  représenterait 
qu’un  mélange  confus  de  mouvements  de  la  lumière. 
C’est  pourquoi  nous  ferons  une  restriction  essentielle,  qui 
pourtant  ne  modifie  pas  la  forme  de  l’équation  (1):  nous 
supposerons  que  les  quantités  ap  aient  des  valeurs  très 
petites.  Dans  cette  hypothèse  la  formule  présentera  une 
périodicité  et  une  régularité  telles  que  le  même  mouve¬ 
ment  se  répétera  très  vite  en  différents  points  du  corps. 

On  aura  une  première  approximation  en  supposant 
que  les  quantités  ap  aient  une  valeur  presque  infiniment 
petite  ;  ce  cas  ne  sera  pas  identique  à  celui  d’une  homo¬ 
généité  complète,  mais  nous  serons  conduits  par  cette 
supposition,  comme  nous  le  verrons,  à  la  double  ré¬ 
fraction. 
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Les  composantes  f,  C  peuvent  être  exprimées  par 
une  série  de  la  forme  suivante: 

?  =  £C+2£(±ft)C(  ±pp) 

-j~22ç(z] ^(zt^zb^ÿ)  •  •  •  ;  (2) 

f(i^)  ...  désignent  ici  les  coefficients  constants 
des  quantités  variables  C,  C^riz/^)  •••:  l’on  a  posé 

pour  abréger 

cos  (Jet  —  lœ — my — nz)  =  C, 
cos(fe — lx — my — nz-\-pp)  —  0(4-/?P). 

Le  double  signe  désigne  la  somme  des  deux  expres¬ 
sions  sur  lesquelles  il  porte;  2,  22...  représentent  la 
somme,  la  somme  double,  etc.,  pour  tous  les  indices  p,  q1 . .  . 
qui  peuvent  avoir  les  mômes  valeurs  que  l’on  a  attribuées 
à  l’indice  p  dans  l’équation  (1). 

Dans  la  somme  double  et  dans  les  termes  suivants 
on  doit  pourtant  négliger  tous  les  termes  qui  sont  déjà 
compris  parmi  les  termes  antérieurs;  ainsi  pour  q  =  p 
on  doit  omettre  le  terme  $(pp — Pv)Q{pv — />?). 

11  va  de  soi  qu’on  peut  supposer  que  deux  quan¬ 
tités  pp  et  pg,  correspondant  à  des  indices  p  et  q  iné¬ 
gaux,  diffèrent  de  telle  manière  que  leur  somme  ou  leur 
différence  n’est  pas  constante.  Au  contraire  il  peut  se 
faire  que  3,  4  . . .  des  quantités  pp  donnent  par  addition 
ou  soustraction  des  valeurs  constantes.  Ce  dernier  cas 
ne  sera  pourtant  considéré  que  dans  la  partie  suivante. 

En  permutant  dans  l’équation  (2)  la  lettre  f  avec 
7j  ou  C  on  aura  deux  développements  analogues  pour 
y  et  £ 

En  multipliant  les  équations  (l)  et  (2),  on  trouvera 
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Q- 


~~'J>  *a 

(O 


'vi  H  of"  ^  (i  Pp) 


G 


C(±ft)+--  (:5> 

(Y  _  </ 

dette  valeur  et  les  valeurs  analogues  de  — ..w,  -  <>C 
étant  substituées  dans  les  seconds  membres  des  équa¬ 
tions  différentielles  (-•(),  on  trouvera  en  comparant  les 
coefficients  de  O  au  moyen  de  la  première  équation  (yl) 


cc 

0)  «■«, 


)'z(zhPpiizP<i) 


i/ 

A:a 


[ (/a+ w,v^-z(iifo+^0+«ô]-  (*) 


Un  obtiendra  les  équations  analogues  au  moyen  des 
deux  aulros  équations  (d);  mais  elles  peuvent  aussi  être 
déduites  de  (ï)  en  permutant  ç  et  37,  Z  et  w,  ou  $  et  £> 
/  t  d  /o 

Les  seconds  membres  de  ces  trois  équations  seront 
désignés  par  «>(£,),  ^(ryj  et  <v;(Q. 

Ku  comparant.  les  coefficients  de  C(z\i:pp),  C(4r/>p“L /></)? 
(de.  on  pc*ut  i‘ii  outre,  avec  une  approximation  aussi  grande 
qu'on  veut,  exprimer  les  coefficients  ?(4:/fy), 
rj(  \pp)  ...  (‘U  fonction  linéaire  de  £0,  C0-  L’équation 

(t)  et  les  doux  équations  analogues  prendront  alors  la. 
forme  suivante 


^  il  s<>  1 
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U,su  ! 
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(Z>>) 


(tes  équations  déterminent  la  partie  non  périodique 
des  composantes  de  l'amplitude  et  par  conséquent  la 
partie  du  mouvement  do  la  lumière  qu’on  peut  observer, 
car  les  mouvements  périodiques  se  détruisent  mutuelle- 
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qui  iîgULv  dans  l’équation  (4),  on  fonction  linéaire  de 
ç(, ,  rh,  *0.  Le  coefficient.  do  yQ  sera  par  exemple 

v  (  £p  \  (/Ozb  ^i>)  (bpziz  'Ht av) 

. l"o  /  .  '  .  "  p  ’ 

!  -  (dzb  wa;,)a+  (^±w«p)2—  ^2  cep 

et.  ce  coefficient  est  eelui  qui  dans  (#)  est  désigné  par  ary 

On  rormora  l'expression  de  a2l  en  permutant  a  et  h, 
l  et  m  ;  mais  l'expression  précédente  demeurant  inva¬ 
riable  par  celle  permutation,  on  aura 

(lV2  =  “ai- 

On  [naît  (b  la  même  manière  véritler  les  deux  autres 
égnlilés  (f>). 

Lu  développant  l’expression  ci-dessus  ou  tout  autre 
eoeflicienl.  a  suivant  les  puissances  croissantes  de  un 
verra  que  les  puissances  impaires  se  détruisent  et  pour 
celle  raison  /,  ni ,  n  n’entreront  comme  tac  Leurs  qu’on 
nombre  pair. 

Pour  ap  0  on  aura 

(in  '  '  (fn  ”  "  -  "-i  j  (fp  Cj>  ’ 

"»  '  "  . ~2’(b)W 

Oes  quantités  étant  indépendantes  de  £,  m ,  •>/ ,  les 
directions  dos  axes  de  coordonnées  peuvent  être  choisies 
de  lelle  manière  que 

0,  -  0,  -  0.  (S) 

Si  mats  désignons  par  ,s  la  vitesse  de  la  lumière, 
par  /  la.  longueur  d'onde,  et  par  r,  m  les  cosinus  des 
angles  que  (ait  la  normale  au  plan  de  l'onde  avec  les 
axes,  nous  aurons 
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C  =  cos  (kt — Ix — my  —  nz)  =  cos^(s<- 
et  par  conséquent 

k  i 

s  =  /Vi)  -  .-^=- , ,  l 

V/2-f- m2Jr'U~ 


-ux  - 


-VIJ - iv  z) 
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>t  2;r 

7«,  w  =  — «  =  —  «f . 

^  i  ;k 


Si  nous  posons  enfin 


i22 

un  “ 

ai  a-  2. 


£2 


J22 

V’ 


nous  aurons,  en  vertu  des  équations  (Bf, 


-o  $() - $0  «(WÇo  +  fl^o  +  ^’Co) 

ga7o  =  %— flO^+fl^  +  ^CÏ), 
";2Co=  Co  — ^(î^0+fl70  +  trO- 


(9) 


Il  s’ensuit  que  la  vitesses  de  la  lumière  est  déter¬ 
minée  par  l’équation  suivante 


a 


U~  .  fl“ 


(  10)  *  NOTE 


Le  corps  considéré  se*  comporte  donc  comme  un 
cristal  à  deux  axes  par  lequel  la  lumière  est  doublement 
réfractée  suivant  les  lois  connues  de  la  double  réfraction. 

Il  faut  rappeler  que  les  composantes  f,  vj,  £  ne  sont 
pas  identiques  aux  composantes  £,  £,  car  nous  avons 

posé 


e 


r 

s 


Nous  étudierons  en  particulier  deux  cas,  en  attri¬ 
buant  à  l’exposant  p  les  deux  valeurs  0  et  2.  On  verra 


alors  que  les  résultats  sont  d’accord  avec  l’expériemm 
dans  l’un  et  l'autre  cas,  la  composante  non  périodique  <  l<  * 
ramplitude  des  vibrations  étant  dans  les  deux  cas  situ<  m 
dans  le  même  plan  passant  par  la  normale  au  plan 
de  l'onde. 

Soit 

Ax  +  Bt/^Cz  «=  D 


l’équation  de  ce  plan. 

Le  plan  J)  passera  par  la  normale  au  plan  t  L  ‘ 
l’onde  et  par  la  composante  non  ])ériodique  de  lain- 
plilude  dos  vibrations;  on  a,ura  par  conséquent 


Ah  -|  -B»  -|-  Cw  =  0, 


et  pour  p  “  0 

-u :  %  i  ci  -  <>• 

Pour  p  iî  on  aura. 

1  *  1 


Si  donc  l’on  désigne  par  ç(C  la  partie  non  périodiqi  u  * 
do  la  composante  de  ramplitude  de  la  vibration,  cm 
aura  en  vérin  de  l’équaiion  (4) 

4  *=  -il 


Multiplions  celte  é([ualion  par  A1  et  formons  U\< 
é< [nations  analogues  ])ar  permutation  de  ç,  A,  n  avec 
B,  v  ou  avec  £  C,  vr ;  nous  aurons  en  additionnant  lt*< 
trois  équations 

(K  -  o. 

L’amplitude  est  donc  aussi  dans  ce  cas  située  dans 
le  plan  jP,  ce  qiéil  fallait  démontrer. 
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Pour  cette  raison  il  n’y  aura  pas  de  différence  essen¬ 
tielle,  que  nous  supposions  p  =  0  ou  p  =  2,  le  plan  de 
polarisation  étant  dans  les  deux  cas  le  même.  Dans  le 
premier  cas  les  composantes  de  l’amplitude .  sont  déter¬ 
minées  par  l’équation  (9).  Les  vibrations  ne  se  trouvent 
pas  alors  dans  le  plan  de  l’onde,  mais  on  peut  facile¬ 
ment  reconnaître  qu’elles  sont  perpendiculaires  au  rayon 
lumineux*  qui,  comme  on  sait,  ne  coïncide  pas  avec  la  * 
normale  au  plan  de  l’onde  dans  les  corps  doublement 
réfringents. 

Dans  l’autre  cas,  p  =  2,  on  aura 


eh  de  celle  équation  et  des  équations  analogues  relatives 
à  yj0  et  <T0  on  déduira  facilement 


<C-  - 


H 


(11) 


De  plus  on  trouvera  nçQ-\-v-/]- {~ît'ÇQ  =  0;  par  con¬ 
séquent  les  vibrations  sont  situées  dans  le  plan  de  Tonde, 
et  ce  résultat  est  aussi  en  parfaite  concordance  avec  la 
théorie  ordinaire  de  la  direction  des  vibrations.  Le  plan 
qui  ]msse  par  Pamplitude  et  par  la  normale  au  plan 
de  l’onde  coïncide  donc  dans  les  deux  cas  (p  =  0  et 
p  —  2),  comme  dans  la  théorie  ordinaire,  avec  le  plan 
qui  passe  par  la  normale  au  plan  de  Tonde  et  par  le 
rayon  lumineux  correspondant. 

Pour  parvenir  à  la  théorie  de  la  dispersion,  il  est 
nécessaire  de  faire  encore  un  pas  de  plus  en  tenant 
compte  aussi  des  puissances  plus  élevées  de  ap.  Les 
coefficients  a  des  équations  (B)  peuvent ,  comme  nous 

l’avons  dit  auparavant,  être  développés  suivant  les  puis- 

8 


NOTE 
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sauces  de  Z,  m,  n,  de  telle  manière  que  ces  quantités  ne 
se  trouvent  comme  facteurs  qu’en  nombre  pair;  par  suite 
le  développement  peut  aussi  se  faire  suivant  les  puis¬ 
sances  de  -Ta  ,  ce  qu’on  voit  en  introduisant  les  valeux'S 
de  Z,  m,  n  trouvées  ci-dessus.  Ceci  nous  donne  précisé¬ 
ment  la  loi  de  la  dispersion  dans  toute  l’étendue  où  elle 
nous  est  connue.  Il  ne  serait  pas  difficile  de  faire  le  cal¬ 
cul  en  toute  généralité,  mais  cela  serait,  je  crois,  sans 
intérêt  pratique.  Si  le  corps  n’est  pas  cristallin,  ou  si 
aucune  direction  ne  se  distingue  des  autres,  la  vitesse  £>* 
sera  déterminée  par  l’équation 

Y  =  =  "a  = 

où  an  peut  être  développé  suivant  les  puissances  paires 


La  dispersion  est  donc,  d’après  cette  théorie ,  une 
propriété  liée  à  la  nature  des  corps  et  qui  dépend  essen¬ 
tiellement  de  leur  hétérogénéité,  tandis  que  l’absence  cle 
dispersion  dans  le  vide  ne  peut  être  expliquée  par  1  el 
théorie  de  Cauchy  qu’en  faisant  des  hypothèses  nouvelles. 
Que  nous  soyons  conduits  par  la  théorie  de  la  dispersion 
à  la  supposition  d’une  variation  périodique  de  la  densité 
de  l’éther ,  meme  en  conservant  les  idées  ordinaires  sur 
la  nature  des  vibrations  et  sur  celles  de  l’éther,  c’est  ee 
qu’a  déjà  montré  Eisenlohr  (Pogg.  Ann.,  t.  109).  Que  cio 
cette  hypothèse ,  qui  est  la  plus  générale,  puisse  aussi 
être  déduite  la  théorie  de  la  double  réfraction ,  c’est  eo 
qui  résulte  des  présentes  recherches. 

L’hypothèse  de  Fresnel ,  que  la  double  réfraction 
est  une  conséquence  de  l’inégale  élasticité  dans  les  diffé¬ 
rentes  directions ,  pourrait  peut  être  sembler  confirmé o 


par  îi*  fait  quu  iu  <*urpu  !  h  >ii  rriMnlliuu  duviunnunl 
t (nul jÎ» *i ? iri i S  iviVin  *unl -  | *ar  la  ut nu pn “u-- iuii.  Mn\<  on 

t li lit  milan |iht  lu-;  dan»*!!  jnn  •;  du  rorps  -uni  aus-d 

rhnnarrs  par  la  n  aupiv  iun,  H  qu'il  dui(  par  con-uquutil 
eu  H ru  du  î 1 1 u j j 1 1 *  du  «a ni  lauluu  du  puriodirih*  ul  du 
iliuinuauiirifu  dan  !«•■■  ditï*Tuniu:  dtruuiion  •*.  Aind  la 
diniuii  i< ai  \ «ai it  ai**  u  {  par  u\umplu  diiiiinuuu  par  ttnu 
ri  >nspiv->4i  in  \  Uii  irai»*,  *•!  «il  ut  as  uquuituu  loliiu  -  lun  puiiius 
luuuiiu  ji  ru 1  ulu  ru  duuî  !<*  «  urp  ul  nmipiur  du\iun~ 
dn m!  plu  |iuiT/.à udaii  ;  1» •  u< >j’{ t  -  doit  u  uuinpurlui*  t la  1  \< 
t  »*  r,  i  ruîiüiîu  un  u  ri  I  ;  ;  !  duuMujjiuui  i  uirinuunl  a  un  a  \u 
upii> j * i* *  \ *  rliual. 

«  », 

la  »/l  nul::  ,/tlftn  lêhtlh:;  /  *tiitü'isuf  tiifj 

{ 'tmthi  tf<  »  *  \UT! 

|  Km  iu  ,  taiuîil  piuus*duïî}  nun  ta*  uîinnua  par- 
\  rïiî  i  .  qu’a  du  \  d  u  ahuii  ru*  Ijliuuu-. ,  ul  «ü  |  h  air  ui\  aut 
rapprmiîjialîHiî  n»  >n  nu  |  »»  mm»  m  pa  *  «  *1  d  mur  du;  \il>ra- 
t  it  ii  i .  d'üîfu  ïiatiiî»*  ililit  n  tiîm  Mai  ,  uniniuu  ju  i  ai  duja 
iiidtqian  iu  uainil  uppu  *•  qu'un  u**  puni  uldunîr  un»* 

\a!uiir  uun  fanfu  par  l'uddi! i«»h  un  par  ia  mu  trarliun 
du  ;î,  î  du  quanlilu  n} ,  Hr  il  u  I  Huriundru  qu  un 
| iuituu  «'uiiqilr  ;iîî'-  i  du  ruflu  «n ujiî ualitu  uuiitiiiu  rupru- 
Mütaiil  lu  ra  !«*  plu  nuïiural ,  «d  l  m»  \urra  a  lu  ru  ipiu 
1 1 -,  fuiîiiii!*'  t  iiiidu»  du  *  uHu  iH.iîituru  liîiuuui’uul  tlus 
v idrulinn  ullipl api*-  dupiiidaiîf  d«*  pur  anru *;  iiupairuu 
du  *  puîilu  quai  jî  ■  m , 

Kit  ri  in  u*r\ aid  lu.  nulaîiun  .  qui  prurudunl  ,  huîh 
pu  rr< »n  du  pin 

S  m  \  lJ  Lr  uttj  a  ;  ) , 

Si  t*  \  in  \lS  dr  mtj  n,  •  /d. 
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L’expression  (2)  prendra  alors  la  forme  plus  générale 
2Ï(±Pp)  C(±Pp) + . . . 

+  c  S  +  2?(±Pp)  8(±pP)  +  ...,  (12) 

où  les  coefficients  de  S,  5(±/?p)  ...  sont  marqués 
d’accents.  Les  composantes  yj  et  Ç  sont  déterminées 
d’une  manière  analogue. 

On  peut  à  présent  démontrer  que  les  équations  (J5) 
*  note  9.  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes*: 


an?o+  +  Cli£A~  K?o  +  =  ûi  (ç0) 

a2Â  +  «Mo  +  aaC0+  Ô2ifo  +  è22^+  ô23Co  =  (%) 

asi?o+  ftaa7o  +  a33C+  &3i?o  4"  ^o+  K^'o  =  ( C)  * 


(C) 


Ce  système  peut  encore  être  complété  par  un  système 
de  trois  nouvelles  équations  qui  sont  formées  au  moyen 
des  premières  en_  remplaçant  C0  par  C  et 

7^  C  par  —  îo,  —  —  C0;  car  on  voit  que,  si  les 

équations  (12)  sont  différentiées  par  rapport  à  ht,  C  sera, 
remplacé  par  — S  et  S  par  C;  or  ceci  revient  à  rem¬ 
placer  ç  par  £'  et  ç  par  — f.  Mais  si  f,  tj,  C  satisfont 
aux  équations  différentielles  (J.) ,  ces  équations  seront 
vérifiées  aussi  par  les  dérivées  des  mêmes  quantités  par 
rapport  h  ht,  et  par  conséquent  il  sera  permis  de  faire 
la  substitution  susdite  dans  les  équations  déduites  de 

On  peut  de  plus  démontrer  que  les  coefficients  a. 
satisfont  toujours  aux  équations  (5),  mais  que  les  coef¬ 
ficients  b  satisferont  en  général  à  l’équation 


bqjpi 


ou  qu’on  aura 

b12  =  h21 ,  b13  =  b31 ,  b  23  b32 , 

6,-0,  633  =  0. 


(13) 


(les  coeflicieuls  ne *  confondront  que  des  puissances 
impaires  de  av. 

:}:  I  Is  sont  dnttr  { K  s  pclils  eu  i  comparaison  dos  coef- 'l!  notk  io. 
f  ttutuil  s  tt  (‘l  peuvent  être  né^lijrés  dans  une  p  rond  dre 
approximation  (t/r  <>),  (d  puni'  celle  raison  les  résultats 
de  la  partie  précédente  t te  soroul  pas  modifiés  par  los  hypo- 
1 1 idsos  faites  actuellement  dans  la  première  approximation. 

J'ai  pousse  le  calcul  jusqu'au  bout,  dans  los  deux 
cas  particuliers  mi  trois  ou  quatre  des  quantités  pv  ont 
une  somme  constante  ;  le  dernier  cas  n'a  été  traité  que 
dans  l'hypothèse  que  les  quantités  zp  sont  très  petites. 

Mais,  les  résultats  déjà  mentionnés  étant  toujours  les 
memes,  il  nie  sera  permis  de  restreindre  la  démonstration 
au  cas  suivant 

J  -  (  *4) 

J  étant  une  coudante.  Je  supposerai  en  outre  que  ep 
et  up  ont  des  \  aleurs  petites. 

l/equation  { !•)  subsistera  toujours,  au  contraire  ((>) 
sera  modifiée,  si  l'indice  p  a  les  valeurs  I,  d.  Si  nous 
chorclioîH  dans  l'équation  différentielle  (J)  le  coefficient 
('(//J,  nmm  f  ruinerons  pour  p  1  comme  pivmirr 
membre  de  l'equation  (dp; 


1 >=(  r,)  ’■ 

c 

i f  1 1 

p  J 

eus  J *  *  NOTK  U. 

5  ri  />,)  ! 

*• 

W.1 

q  s  \ 

si  a  J.  (15) 

Kn  ui'iilij/i'uul  la 

seconde  pu  b 

■isance 

ou  des  puissances 

.supérieures  de  on  aura  eu 

V(*rlu 

(la  1 

'équation  ((>) 

pour  toutes  les  raie 

urs  de*  p* 

*  NOTK  12. 

ï(pp)  ff  {/ p')  yipp) 

i 

Ml],  \ 

■•(/>,) 

,  ,*  (lW) 

ni 

r  nr 

!  »h‘ 

1  »p 
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Dans  ces  équations  nous  introduirons  de  plus  les 
notations  suivantes: 

l-  =  nip  =  n-p  =  n- f-— , 

dp  ap  ap 

qui  remplaceront  lp,  mp,  np,  si  pp  est  remplacé  par  — pp. 
De  mêrtie  r’(pp)  peut  être  exprimé  au  moyen  de  ç(pP)  . .  - 
Si  Ton  multiplie  l’équation  (15)  par  Z,  et  si  l’on 
forme  les  équations  analogues  en  permutant  f  et  l  avec 
yj  et  m  ou  avec  C  et  n,  la  somme  de  ces  trois  équations 
sera  égale  à  zéro  en  vertu  de  l’équation  (6).  Nous  po¬ 
sons  pour  abréger 

^  ^  u 
VI p  iMp  -j-  Mp 

_ mp  _  np  _ 

+  P1  l/Z*  +  jwJ  +  fl*  P ’ 

UpUq-^VpVq^r'lVpîCg  =  6piÇ  =  0^, 

+  +  VPrj[  "1“  =  ^P’ 

et  nous  obtiendrons  alors 

r  (Pi)  +  ' f  Ei +  -f  d i  ,ï  [ ' *(—  PÙ  c°s  ^ ^  (— />,) sin  ^  J 

+  J  #i lT  l> (—A)  cos  r' (—A)  sin  J]  =  0. 

Dans  cette  équation  nous  substituerons  les  valeurs 
approchées  de  r(— p2),  r\—pn),  r(—pz),  r\—pz)  trou¬ 
vées  à  l’aide  de  la  même  équation  en  permutant  les  in¬ 
dices,  à  savoir  r( — •••  Après  cette  sub- 
stitution  notre  équation  sera  remplacée  par  la  suivante: 

r(pJ  =  —  j K+  E'.smA) 

+  0.,T  C&i  cos  A — E '  sin  A) . 
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Si  l’on  substitue  dans  celle-ci  — pl  à  pv  alors  p„,  pz 
et  de  plus,  en  vertu  de  (14),  J  changeront  de  signe,  El 
sera  remplacé  par  J?T,  par  0T3  ...  En  permutant 
les  indices  on  peut  déduire  dos  expressions  analogues 
pour  r(pt),  r(—pa),  r(pa),  r(—pt). 

Si  nous  cherchons  la  valeur  de 


==  2%Mfr)+Uïr(-pp)] 


([ui  sera  substituée  dans  l’équation  (4),  le  calcul  ne  dif¬ 
férera  pas  de  celui  que  nous  avons  fait  auparavant  si  p 
n’est  pas  égal  à  1,  %  3,  mais  on  doit  chercher  à  part 
les  valeurs  des  termes  correspondant  à  ces  indices. 

Dans  cette  somme  entre  par  exemple  comme  coef¬ 
ficient  de  l’expression  suivante  : 


Sv, 

j-iSV,. 


-fu,  («,^,+tt,^,)  cosd 


H  désignant  la  somme  de  l’expression  écrite  et  des  deux 
autres  qu’on  déduit  de  celle-là  en  permutant  l’indice  1 
avec  les  indices  Ù1  et  3.  Cette  somme  ne  variant  pas 
par  permutation  de  u  avec  »  et  de  Z  avec  m,  on  peut 
conclure  comme  ci-dessus  qu’on  aura  aa  —  an.  D’une 
manière  analogue  on  trouvera  que  aa  =  a01  et  aw  =  «B. 

De  ])lus  on  voit  facilement  que  les  puissances  im¬ 
paires  do  aP  s’évanouiront  dans  les  coefficients  a. 

Le  coefficient  do  est 


S  sM l  [u  —  Mt(«A.T+«AT)]  sin  à. 

O 

Mais  cette  somme  est  égale  à  zéro,  et  par  suite 
ba  =  0,  et  de  même  ba  =  0,  bm  =  0. 
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Enfin  le  coefficient  de  %  est  égal  à 
sA>!?£i>  [«.(«,^,  +  tt,^,)  —  +  siu  J- 

En  permutant  ici  u  et  v  ou  l  et  m,  on  aura  la  menu4 
valeur  absolue ,  mais  le  signe  contraire ,  et  par  suite  on 
aura  bm  =====  — bn  et  d’une  manière  analogue  b1Q  =  — 
bw  =  —bm.  On  peut  de  plus  voir  aisément  que  les 
coefficients  b  ne  contiendront  que  des  puissances  im¬ 
paires  de  ap. 

Au  moyen  des  équations  ( G )  et  des  relations  trouvées 
entre  les  coefficients  an1  a13,  ...  ô12,  ...,  on  reconnu  fl 
facilement,  en  se  reportant  à  la  théorie  de  la  polarisa¬ 
tion  circulaire ,  que  les  équations  obtenues  contiennent 
complètement  cette  théorie.  Qu’on  me  permette  cepen¬ 
dant  d’indiquer  à  grands  traits  comment  on  peut  l’en 
déduire. 

Nous  pouvons,  comme  ci-dessus,  choisir  les  direc¬ 
tions  des  axes  de  coordonnées  de  manière  que  les  équa¬ 
tions 

«I»  =  0,  au  —  0,  a„  =  0 
soient  satisfaites.  Posons  alors 

_  fi*  _  St  _  St 

’  ~ÿî  >  yi  i  ^'«a  yï  > 

*»  £*<*,  &„  =  Ste,  ba  =  ///. 

Les  valeurs  des  seconds  membres  des  équations  (CJ) 

sont 

û»(£)  =  T-CC— 

et  les  expressions  analogues.  Après  avoir  transporté  ces 
valeurs  dans  les  premiers  membres  des  équations  (C), 
nous  poserons 
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1 _ 1 - M2  1  1  —V-  ^  1  1  —  W2 

T  S »  —  CU  )  £2  —  C22  !  -^2  p  =  C33  I 

^  _  uid  m 

S2  ^  C32  ’  ”p"  =  C13  ^  C81»  —  C12  ===  C21- 

Le  système  des  trois  équations  formées  de  cette 
manière  peut  être  complété  par  un  autre  qu’on  déduit  de 
celui-ci  en  remplaçant  g  C„  par  g,  Ç0  et  g,  g,  Ç’ 
par  — f0,  — gyo,  — Ç0.  Les  six  composantes  sont  déter¬ 
minées  par  ces  six  équations,  et  la  vitesse  s  est  donnée 
par  l’équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  déterminant 


0 

-f 

e 

~Cu 


f 

o 

-d 

^12 


—  con  — 


0 

-f 

e 


f 

0 

-d 


^23 

— e 
d 
0 


=  0.  (18) 


Ce  déterminant  est  symétrique  gauche  et  peut  être 
identifié  arec  H1.  En  développant  H  comme  à  l’ordi¬ 
naire,  on  conclut  de  l’équation  H  =  0*  *  note  is. 


+  2C.«»Ca— ' caci—  «■<&  —  CnC* 

=  catf+cnt  +  cmf'  +  2caef+  2c13d/,+  2cM^.  (19) 

Si  g,  f  s’ évanouissent,  nous  retomberons  sur  l’expres¬ 

sion  (10)  de  s  déjà  obtenue  auparavant  En  général  ces 
quantités  seront  petites  et  du  même  ordre  que  ap  .*  *  note  u . 

Par  conséquent  le  second  membre  de  l’équation  (19) 
a  une  valeur  petite,  que  nous  désignerons  par  <£\  la 
valeur  de  s  déjà  trouvée  peut  en  général  être  développée 
suivant  les  puissances  de  g2,  et  pour  cette  raison  l’ac¬ 
croissement  de  s  sera  insensible.  Mais  ce  développement 
ne  peut  pas  se  faire  si  le  premier  membre  de  (19)  devient 


m 


quadratique  ou  ne  diffère  que  peu  d'un  carré  parf^^ 
car  dans  ce  cas  on  peut  extraire  la  racine  des  doiux 
membres  et  développer  .s*  suivant  les  puissances  de  Q- 
*  xote  15.  Tel  sera  le  cas*,  si  nous  faisons  v  =  O  en  supposant 
ct>b~>c  ou  a<&<e.  Le  premier  membre  de  Véci^x^ 
tion  (19)  sera  alors 


/  1  1  \  '  1  1  hc  ,  ?r  \ 

\  b2  s2  /  crc2  s2  \az  •  c2  J 


expression  qui  sera  égale  au  carré  de 
,  (c~l2 


b/i 


IC" 


ac\b2 
b2~~c" 
a 2 —  c2  * 


f). 


si 


Si  l’on  substitue  dans  le  second  membre  de  récjna.- 
tion  (19)  la  valeur  approchée  de  s,  savoir  $  =  & ,  on 
obtiendra 


JL_ _ 1 

b 2  / 


(20) 


La  vitesse  s  aura  donc  deux  valeurs  sensiblement 
différentes  dans  le  cas  où  la  normale  au  plan  de  T  oncle 
coïncide  avec  l’axe  optique  du  cristal ,  car  les  valeurs 
ci-dessus  de  u,  v,  w  sont  précisément  celles  des  cosinus 
des  angles  que  fait  l’axe  optique  avec  les  axes  de  coor¬ 
données. 

Avant  de  calculer  l’amplitude  des  vibrations,  il  faut, 
si  nous  nous  bornons  aux  valeurs  0  et  2  de  l’exposant 
p  dans  les  formules  généralisées  de  Fresnel,  rappeler  c£n’il 
n’y  aura  aucune  différence  essentielle  quelle  que  soit 
celle  de  ces  deux  valeurs  que  nous  choisissions,  le  plana 
de  polarisation  étant  le  même  dans  les  deux  cas.  Mais 
dans  le  cas  de  p  =  2  les  vibrations  étant  situées  dans  le 
plan  de  l’onde,  c’est  ce  cas  qui  donnera  les  résultats  les 
plus  simples,  et  c’est  à  lui  que  nous  nous  bornerons. 
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En  employant  les  valeurs  ci-dessus  de  w,  v,  w  et  les 
memes  notations  f0,  Ç0  que  précédemment,  on  aura  en 
vertu  des  équations  (C) 


£ 


% 

c 


—  +  d  C  =  7%: 

1 


■pOoff.— «O» 


(21) 


qui  peuvent  être  complétées  par  trois  équations  analogues 
déduites  de  celles-ci  en  remplaçant  les  composantes  non 
accentuées  par  les  composantes  accentuées,  et  les  com¬ 
posantes  accentuées  par  les  composantes  non  accentuées 
ayant  le  signe  contraire. 

cl,  g,  f  ayant  des  valeurs  petites,  on  peut  remplacer 
7][,  C  pur  leurs  valeurs  approchées ,  savoir  f'  =  crf', 
,  c;  —  c2C',  ce  qui  conduira  à  l’équation  suivante: 


îr«*(£o  — w  +  ^o- 


-«c2(C—  «rf0'- 


1 


De  plus  nous  obtiendrons  encore  trois  équations 
analogues  de  la  manière  indiquée. 

On  satisfait  à  toutes  ces  équations  par  les  valeurs 
suivantes*  :  *  note  ie. 

Î-O,  ,,-A,  c-o,  j 

«  -  ±*a,  -  o,  c  -  =f«^,  t  ’ 

qui  ou  bien  rendront  les  équations  identiques  ou  bien 
donneront  de  nouveau  les  équations  (20),  en  supposant 


\-2\ 


toujours  qu'on  peut  attribuer  aux  quantités  f(.  e.  f  cle3 
valeurs  petites. 

Si  l'on  désigne  par  >■  le  elmmin  que  l'onde  plnne  a 
parcouru  dans  le  cristal,  les  composantes  de  l'amplitude 
des  vibrations  seront  déterminées,  dans  le  cas  de  j,  ==  % 
par  les  équations 

c  ==  i?r.l  sin  k  (V- — 

Ç) 

'•-7) 

Le  rayon  de  lumière  sera  doue  décomposé  en  deux 
rayons  polarisés  circulairernent  qui  se  propagent  avec 

des  vitesses  un  peu  différentes. 

Ces  vitesses  peuvent  être  déduites  de  (50),  à  savoir 

s1  =  5 (1  -f  -l  uc2d  —  \  îvicf) ,  s2  =-•  è(l  — -1  uêd  —  \irct~f  ), 

Sj  correspondant  au  signe  supérieur,  s2  au  signe  Inférieur 

de  (23).  Dans  le  dernier  cas  la  polarisation  circulaire  est 

ch  r 

orientée  de  gauche  à  droite,  -J-  et  —  avant  des  signes 

dt  u  *  5=2 

*  xote  it.  contraires.* 

Si  les  deux  rayons  ont  parcouru  le  chemin  r  ,  le 
plan  de  vibration  a  tourné  de  l'angle 

i  —  7.  )  “  “T  (jlAi  “  '  C24) 

Par  conséquent  la  rotation  est  proportionnelle  au 
chemin  parcouru,  elle  est  dirigée  à  droite,  si  d  et  f  sont 
négatifs,  h  étant  égal  à  àv,  la  rotation  sera  apjproxi- 

k  1 

mativement  proportionnelle  à  —  ou  inversement  propor- 

A 

*  xote  ib.  tionnelle  au  carré  de  la  longueur  d'onde.* 


C  =  —  u  A  sin  k  | 
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Il  est  facile  de  passer  du  cas  général  traité  ici  au 
cas  particulier  des  corps  qui  ont  un  seul  axe  optique  ou 
qui  sont  isotropes.  A  la  vérité,  la  polarisation  circulaire 
11e  s’est  manifestée  que  dans  ces  deux  cas  spéciaux,  mais 
on  ne  doit  pas  désespérer  de  trouver  des  cristaux  à 
deux  axes  qui  jouissent  de  cette  propriété,  d’autant  que 
le  pouvoir  rotatoire  de  plusieurs  cristaux  à  un  axe 
(chlorure  de  sodium,  sulfate  de  strychnine,  cinabre)  avait 
échappé  à  l’observation  jusqu’en  ces  derniers  temps. 

Dans  la  nature  la  polarisation  circulaire  n’apparaît 
que  comme  un  cas  particulier;  dans  le  calcul  au  con¬ 
traire  c’est  le  cas  le  plus  général.  Gela  provient  de  la 
symétrie  générale  qui  règne  dans  la  nature ,  et  qui  fait 
que  la  constante  A  est  égale  à  zéro ,  et  par  conséquent 
que  les  quantités  r/,  e ,  f  s’évanouissent;  et  même,  s’il 
n’en  était  pas  ainsi,  ces  dernières  quantités  seraient  com¬ 
posées  de  termes  qui  se  détruiraient  mutuellement  par 
un  arrangement  complètement  symétrique.  Pour  cette 
raison  la  polarisation  circulaire  implique  un  défaut  de 
symétrie,  qui  apparaît  dans  le  calcul  comme  le  cas  le  plus 
général,  mais  dans  la  nature  comme  le  cas  le  plus  rare. 

Gomme  résultat  des  recherches  précédentes  on  voit 
qu’on  peut  seulement  par  un  développement  plus  étendu 
de  la  partie  formelle  de  la  théorie  de  la  lumière,  c’est- 
à-dire  des  lois  de  la  réfraction  et  de  la  réflexion  pour 
les  corps  isotropes  et  transparents,  sans  hypothèses  dou¬ 
teuses  et  précisément  en  conservant  la  plus  grande  géné¬ 
ralité,  parvenir  à  une  théorie  complète  de  la  double 
réfraction,  de  la  dispersion  et  de  la  polarisation  circulaire. 

On  pourrait  encore  faire  un  pas  en  avant  sur  le 
chemin  suivi  clans  ce  mémoire,  et  je  l’indiquerai  en  peu 
de  mots.  On  a  supposé  que  la  vitesse  de  la  lumière 


est  une  fonction  de  x,  y,  z;  mais  on  peut  supposer  plus 
généralement  qu’elle  est  aussi  une  fonction  du  temps  ?% 
car  c'est  évidemment  taire  une  restriction  que  de  pré¬ 
sumer  un  équilibre  primitif  des  éléments.  On  peut  aisé¬ 
ment  introduire  cette  hypothèse  dans  les  calculs  en  suppo¬ 
sant  ([ne  les  quantités  pv  ont  la  valeur 

. 

aP 

Mais  les  équations  différentielles  (ff),  n’ayant  pas  été 
formées  dans  cette  hypothèse,  ne  peuvent  pas  servir  de 
fondement  sur  aux  calculs  dans  la  nouvelle  supposition, 
et  il  serait  alors  nécessaire  de  déduire  d’une  autre 
manière  les  équations  différentielles  compatibles  avec 
l'hypothèse  plus  générale. 
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NOTES. 

NOTE  1.  Une  critique  du  mémoire  se  trouve  dans 
les  „Fortschritte  der  Physik",  t.  19,  p.  106.  1863. 

NOTE  2.  On  suppose  ici  que  la  réflexion  ne  peut 
produire  aucune  différence  de  phase  à  l’exception  de 
celle  qui  est  due  au  changement  du  signe  de  l’amplitude. 

Cette  hypothèse  n’est  pas  indiquée  parmi  les  suppo¬ 
sitions  préliminaires  de  Lorenz,  quoique  elle  ne  puisse 
être  déduite  des  hypothèses  mentionnées  explicitement. 

NOTE  3.  La  direction  positive  de  l’axe  des  x  est 
tournée  vers  l’intérieur  de  la  couche  réfringente. 

NOTE  4.  Le  mémoire  ne  dit  pas  pour  quelle  raison 
on  peut  poser 

afp  ”  , 

a  étant  une  constante.  Cela  peut  se  voir  de  la  manière 
suivante. 

On  aura  en  vertu  de  (22) 


et  par  suite,  en  vertu  de  l’équation 
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8  (e~u  s')  — -T 

BS  '--V-leS, 


g  -  OV 


(kt—nz)]/—i  e„Us  dd 

K  dx 


l/=l  =  l^~1  (^Yf, 

1  dx  v  dx  n  \dx 


dx  *  dx 

•nV—idÇ 

doV2  dx 
dx) 


n  \dxj 

n  V —  1  co2 (p . 


Du  ros  le  rintroduciion  de  la  fonction  auxiliaire  <f 
est  tout  à  fait  superflue,  ce  qu’on  peut  reconnaître  <  it* 
la  manière  suivante. 

On  a 


et  on  vertu  de  (10) 


,r .  AdÇ  _  [dâV- 

'  "uV  "l  8x  ~  (pfe)  f 


CO 


n- 


et  par  suite  réquation  précédente  peut  s’écrire 


^  F  a7r 

•nv—  1  TT-  —  f  -a— w  c, 
dx  co 


ou 


/T 

Oxôz 


i  ô2e  ffç 


é([uation  (pii  est  identique  avec  (30). 

L’équalion  (91)  peut  s’écrire  sous  la  forme 


ç 

co2 


Ajis 


;  J*  1 


(O 


y  dx 
x  pur 
]/--  1  cus% 


et  ou  obtiendra  pur  différentiation,  em vertu  de  l'équation 
d(A‘s) 

dd 
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n  £ 

à  — 

CO 

dx 


dx 


+  /— IwC 


Mais,  on  remplaçant  --  a  par 


„.ë_„^_ïg 


on  aura 


ou 


■r  1  <9a; 


&tr 


(ü 


c, 


<9a'_  c>a£  __  1  d*'C 
ih?  ôxôz^~~aïdf' 

ff  (|iii  est  précisément  l'équation  (31). 
L’équalion 


(U 

lix 


nV'^lC 


co 


montre  que 


es  ,  eç 

dx  dz 

si  (u3  est  mu:  constante. 


NOTE  5.  Dans  ce  qui  suit,  on  suppose  que  la 
série  (2)  est  très  convergente  et  qu’il  suffit  par  suite 
de  conserver  les  doux  premiers  termes  en  négligeant 
lout  le  reste.  Il  serait  très  difficile  de  démontrer  la 
légitimité  de  cette  supposition. 


NOTE  6.  On  aura  en  vertu  des  équations  (9) 
*(«■ -**)  _  __ 


au 


Irr 


no 


9 
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|9 . =  y«  ^  C,  ^ _ 

/  (Cu  \  (  Irv  \  /  cho  \  aV  JV  , _ c~ 

l«*-W  U*-w  l ?=?; 


_  «£„+»%  + WC 

~  i 

et  par  conséquent 

aV  ,  &V  cV2 

équation  qui  est  identique  à  l’équation  (10)  du  mémoire*. 

NOTE  7.  On  sait  que  l’équation  de  la  surface  des 
ondes  est 


(ÙL  i  =  o 

-1— «siV— c2 


où  r  =  a?“+ya+^  et  qu’on  a 


r — cr  s~ — a~ 


cît  les  équations  analogues. 
Il  faut  démontrer  que 


Or  on  a  (voir  note  G) 


r  =  0. 


,  X  y  “PM  ~rtr\  =<+^°  -  - / 

U— *v  U1'-**/  U— «v 


et  par  suite 


far  x 


et  les  équations  analogues,  d’où 
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/'  /  «V 
s  \r — «s 


=  0. 


(Voir  Maseart,  Traité  d’optique,  1. 1,  p.  5G4 — 5G5.) 


NOTE  8.  Dans  toute  cette  partie  du  mémoire  il  est 
extrêmement  difficile  de  voir  l’ordre  de  grandeur  des 
termes,  et  parfois  il  me  semble  que  l’ordre  des  termes 
négligés  est  le  même  que  celui  des  termes  conservés. 


NOTE  9.  Ea  démonstration  est  faite  dans  ce  qui 

suit. 


NOTE  10.  On  fait  ici  la  supposition  que  les  coeffi¬ 
cients  a  contiennent  des  termes  indépendants  de  aP  et 
que  les  termes  b  contiennent  aP  au  premier  degré. 

NOTE  11.  Dans  ce  qui  suit  on  suppose  que  la  for¬ 
mule1  (lïi)  ne  contient  pas  de  termes  de  la  forme 

£(/vl  p,)C(Pi  !■■/>,) 

et  les  termes  analogues,  de  tels  t crimes  étant,  en  vertu 
de  la  relation  jr>l  \-  p3  J-  -pt,  contenus  dans  les  termes 
de  la  forme 


et  le ‘s  termes  analogues. 

NOTE  12.  Le  calcul  est  fait  en  supposant  que 
peut  être  négligé;  mais  la  légitimité  de  cette  supposition 
est  très  douteuse  par  la  raison  qu’on  ne  sait  pas  l’ordre 
du  terme  négligé. 

NOTE  18.  Le  déterminant  (18)  est  symétrique  gauche 
et  doit  pour  celle  raison  être  égal  au  carré  d’un  poly¬ 
nôme1  entier.  Nous  allons  chercher  ce  polynôme.  Le  déter- 

*  9* 
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minant  (18)  est  une  fonction  du  second  degré  de  cxl  et 
peut  être  écrit  sous  la  forme 

D  =  (Acn  +  Bf^H\ 

A  et  B  étant  des  polynômes  entiers. 

Par  conséquent  on  aura 


6D 


lA(Acn+B), 


H  = 


2 Adcn * 


Mais  on  trouve  facilement  le  polynôme  A .  Pbi 


effet  on  a 

0 

d 

C22 

^23 

A2  = 

—d 

0 

eu 

— 

C23 

23 

0 

33 

d 

^83 

-d 

0 

Ayant  obtenu  A,  on  aura 


~f 

0 

^22 

c» 

e 

—d 

0 

^23 

«03 

~en 

q2 

f 

— e 

83 

- C22 

^23 

0 

d 

~8cn  _ 

—°a 

^88 

—d 

0 

(d*+ 

4  — 

^22^33) 

On  peut  remarquer  que  D  est  du  quatrième  degré 
par  rapport  à  c2,  f,  et  que  par  conséquent  H  est  du 
second  degré  par  rapport  aux  mêmes  lettres.  En  faisant 
une  substitution  circulaire  sur  les  lettres  d,  e,  f  e t  sur 
les  indices  1,  2,  3,  D  ne  variera  pas,  et  par  conséquent 
cette  substitution  ne  changera  pas  la  valeur  de  H.  Si  donc* 
nous  connaissions  les  termes  qui  contiennent  cu,  c12 ,  .  .  . 
0,  f,  on  pourrait  en  conclure  aisément  les  termes  qui  cou- 


tianue*nt  (L  Mais  1rs  (rrnus  aontanant  cn,  ari1  ...  so 


trouvant  e*n 

posant  tl 

0 

l*t  St 

‘font  (■‘f'uux  ;'i 

/•  0 

°  <•» 

La 

1  ('  o 

°  '•« 

Lu 

■  'V  ■  '« 

-'•u  f 

•V 

i  '  ‘  '  ai  '  aa 

'V,  () 

0 

'■»  'Va  '■»; 

'V  'Va  'W  ^'Vr''VA'i 
i'Vl  'Va  'V;,’ 

"''a.  '« 

4 

■'V,  0 

(  W  *  ÏKI 

0 

1  _ 

d'où  l'on  pend  faailcmmnl 

daduira  lVxprission  de  Il 

trouver  dans  la  manioira. 

N<  )TK  14.  Las  epmntitàs  e/,  c,  f  sont  des  fonctions 
impaires  da  api  para, a  qu'il  an  est  ainsi  da  bm,  al  on 
paut  e*n  ^ânàral  supposai*  qu'allas  soûl  du  pramiar  ordre*. 

Mais  il  faut  de*  plus  ramarquar  epm  les  quantités 
«n,  um ,  <tAi  sont  des  fondions  du  second  dagrâ  de*  sp, 
<|iu*  hVJ ,  ...  sont,  des  fonations  du  troisianm  ordre  des 
manias  quantités,  at  epa*  pour  <u*Uck  raison  Us  ([nantîtes 
d%  a,  f  sont  petites  aussi  au  aomparaison  elt*  vn1  . .  . 

NOTK  15.  On  voit  uisemmut  epm  les  epiantites  h,  v,  w 
auront  les  vidaurs  ait  tas  dans  le*  manioira,  si  la  pratnmr 
maïuhra  da  l'aquation  (19)  est  un  aurra  parfait;  eau*  ou 
aura,  an  «Valant  à  zaro  aa  pramiar  mennbre, 

u9  /  1  I  \  uv  mv  I 
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En  multipliant  les  éléments  des  lignes  horizontales 
par  x,  ys  z,  et  en  ajoutant  les  éléments  des  deux  der¬ 
nières  lignes  à  ceux  de  la  première,  on  peut  déterminer 
y  et  s  de  manière  que  les  deux  premiers  éléments  de 
la  première  ligne  s’évanouissent.  Le  troisième  élément 
s’évanouira  alors  aussi,  et  l’on  aura 


Mais  ces  équations  peuvent  s’écrire 


U  v  IV  s2 


d’où  l’on  déduira 


Les  valeurs  de  u, ,  v,  w  qui  rendent  D  carré  parfait 
sont  donc  les  mêmes  que  celles  pour  lesquelles  celle 
dernière  équation  a  une  racine  double  ;  mais,  comme  on 
sait,  ceci  n’a  lieu  que  dans  le  cas  mentionné  dans  le 
mémoire. 

NOTE  16.  Les  formules  (22)  ne  donnent  qu’une 
solution  particulière  des  équations  précédentes.  En  vertu 
de  l’équation 


les  doux  premières  équations  peuvent  s’écrire 


*s  * 

//•  ç,t 


""V.  n>\)  -  »^(c. 


(les  (‘quations,  jointes  à 
1  I 


O  l\y(  'V  «V. 
\//J  /)  /n  '//O,'”  ’ 


forment  un  système  de  trois  équations  qui  ne  contien- 
nent  que  les  inconnues 

Ç«,  i  Srt|  i  */„  « 

Les  t;< juuHons  complémentaires  ({u’on  en  déduit  en 
eliau^eant  V  C  «'»  &  V  C  H  &  %,  C  -  •& 

^  m*  contiendront  donc  que  çti,  Q,  %* 

(!<*s  dernières  équations  déterminent  ££,  la 

mauién*  indiquée  dans  le  mémoire,  si  Pou  suppose*  tj{)  A 
Mais,  d’une  manière  analogue* ,  les  trois  premières 
équations  donneront 


icB, 


u  U 


si  mais  supposons  r/„  IL 

La  solution  complète  es!  donc,  A  et  B  étant  des 
quantités  arbitraires, 

ï„  I  "'H'  */„  -U  C, 

ç,:  ;  «vl,  r;„  n,  C  ••  «,i. 

Les  équations  (rîîi)  seront  dune,  remplacées  par 
£  \  ir  ^  «/!  eus  k  \t  $  j  }  A  sin/r  {t  —  -  , 

jj  ,1  eus  k(^l  p  ;  H  sili  k(^t *  j  , 

;  :  ^)  — ^i«înA-(/--  *)). 


136 


Mais,  en  posant  A  =  lï  cos  <p,  B  =  B  sin  <p,  on  aura 


'(t-j-r), 


V 

c 


i  Ru?  sin  —  ~ — <p  , 

R  cos k(^t — ~ — <p^  , 

Ru  sin  k{t  —  ~  —  <p^j  , 


par  où  l’on  voit  que  la  solution  complète  donnera  aussi 
les  équations  (23),  si  l’on  ajoute  une  différence  constante 
de  phase. 


NOTE  17.  Il  faut  supposer  que  le  système  des 
coordonnées  est  choisi  de  manière  que  la  direction  posi¬ 
tive  de  rotation  dans  le  plan  des  yz  est  la  mémo  que 
la  direction  des  aiguilles  d’une  montre. 

NOTE  18.  Les  coefficients  hiv  ...  et  par  conséquent 
aussi  d,e^f  sont  des  fonctions  impaires  de  av  et,  comme 
on  voit,  aussi  de  Z,  m,  n.  Le  terme  du  plus  petit  ordre* 
est  en  général  du  premier  ordre  par  rapport  à  Z,  m,  w, 
d’où  l’on  voit  que  la  conclusion  du  mémoire  s’ensuit. 


Hl  i;  LA  TUKORIK  ])K  LA  LUAUKIÎK. 


SUR  LA  THEORIE  DE  LA  LUMIERE.* 

POGG.  ANN.  T.CXXI,  P.  579-600. 

PHIL.  MAGAZ.  (4)  XXVIII,  P.  409-425. 

Dans  un  mémoire  précédent  (Pogg.  Ann. ,  t.  118; 
quatrième  mémoire  de  cette  édition),  j’ai  fait  connaître 
quelques  recherches  théoriques,  que  j’ai  poursuivies  de¬ 
puis  en  leur  donnant  un  développement  plus  étendu. 
Mais  avant  que  j’entre  dans  les  détails  des  résultats 
obtenus,  qu’il  me  soit  permis  de  faire  quelques  remarques 
sur  les  traits  fondamentaux  de  la  théorie  que  j’expose 
et  sur  les  caractères  qui  la  distinguent  des  autres  théories. 

Les  recherches  faites  dans  le  domaine  de  la  physique 
mathématique  témoignent  presque  toutes  de  la  foi  des 
auteurs  dans  le  pouvoir  de  l’induction,  et  de  la  ferme  con¬ 
fiance  qu’on  peut  par  ce  moyen  pénétrer  jusqu’aux  forces 
cachées  dans  l’intérieur  des  corps  et  partir  ensuite  de  là 
pour  expliquer  les  lois  des  phénomènes.  C’est  la  voie 
qu’ont  suivie  Laplace  et  les  savants  de  son  école.  On 
a  cru  qu’on  pouvait  grâce  à  l’induction  saisir  l’essence 
meme  des  phénomènes  qui  font  l’objet  de  la  physique 
mathématique  comme  de  ceux  qui  relèvent  de  l’astro¬ 
nomie.  Partout  on  a  pris  pour  point  de  départ  la  sup¬ 
position  de  forces  moléculaires,  qui  comme  les  forces  de 
l’attraction  universelle  seraient  une  fonction  des  distances 


*  NOTE  1. 
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mutuelles  des  molécules,  proportionnelles  à  leur  masse 
et  agissant  dans  la  direction  de  la  ligne  qui  les  joint. 
On  ne  s’est  guère  rendu  compte  du  nombre  des  hyp°~ 
thèses  que  cette  supposition  implique;  mais  la  largeur 
du  fondement  qu’on  a  choisi  pour  y  construire  toute 
espèce  d’édifices  est  suffisamment  démontrée  par*  les 
conséquences  analytiques  qui  en  ont  été  tirées  de  nos 
jours. 

On  peut  se  demander  si  ces  hypothèses  sur  la  nature 
des  forces  moléculaires  ont  amené  à  des  conséquences 
qu’on  n’ait  pu  déduire  d’aucune  autre  manière  et  si  ces 
conséquences  ont  été  toujours  admissibles. 

La  théorie  de  la  capillarité  peut  être  établie  sans 
faire  ces  hypothèses,  et  le  résultat  unique  de  celles-ci  est 
le  théorème  de  Laplace  et  de  Poisson,  d’après  lequel  la 
hauteur  des  liquides  dans  les  tubes  capillaires  est  pro¬ 
portionnelle  à  la  densité  des  liquides.  Mais  ce  théorème 
est  inexact. 

Dans  la  théorie  de  l’élasticité,  Poisson  a  été  conduit 
par  la  même  hypothèse  à  la  détermination  des  deux 
constantes  d’élasticité  ;  mais  il  est  aussi  démontré  que 
cette  conclusion  n’est  pas  admissible.  On  a  modifié  les 
calculs  de  Poisson  et  voilé  leurs  dernières  conséquences 
dans  une  formule  de  somme  non  sommée  ;  mais  peut- 
on  inférer  d’un  tel  résultat  la  légitimité  des  suppositions 
admises? 

Dans  la  théorie  de  la  lumière ,  la  même  hypothèse 
a  dans  la  main  de  Cauchy  amené  à  des  résultats  mer¬ 
veilleux.  A  l’origine  elle  a  servi  à  l’explication  de  la  dis¬ 
persion  de  la  lumière;  mais  on  reconnut  tout  de  suite 
qu’ai  ors  l’espace  vide  devait  aussi  disperser  la  lumière,  à 
moins  qu’on  ne  fît  une  certaine  supposition  sur  la  nature 
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des  forces  comme  fonction  des  distances.  On  pourrait 
croire  qu’on  aurait  été  conduit  par  cette  connaissance  si 
importante  de  la  nature  des  forces  moléculaires  à  des 
conclusions  nouvelles:  en  réalité  il  n’en  fut  pas  ainsi. 
Au  contraire  il  s’est  produit  ici  un  fait  qui  s’est  répété 
ailleurs,  par  exemple  dans  les  hypothèses  qu’il  était  néces¬ 
saire  d’ajouter  pour  l’explication  delà  double  réfraction: 
on  a  reconnu  qu’on  ne  pouvait  se  servir  des  suppositions 
nouvelles  qu’à  l’endroit  même  où  elles  étaient  introduites; 
on  ne  pouvait  pas  en  déduire  d’autres  conséquences. 
Mais  je  ne  m’arrêterai  pas  à  toutes  ces  objections,  par 
la  raison  qu’elles  ont  déjà  été  faites  auparavant,  et 
n’ont  pourtant  pas  pu  renverser  la  théorie.  Elles  n’ont 
toutes  qu’une  certaine  probabilité,  et  contre  elles  se 
lèvent  tous  les  résultats  importants  qui  jusqu’ici  ont  été 
déduits  de  la  théorie. 

Au  contraire  je  m’arrêterai  un  instant  à  une  objec¬ 
tion  nouvelle,  parce  qu’elle  renverse  en  effet  la  théorie, 
tandis  que  les  grands  résultats  de  celle-ci  ne  sont  pour¬ 
tant  pas  d’une  nature  telle  qu’ils  ne  puissent  être  atteints 
par  une  voie  nouvelle  et  d’une  manière  bien  plus  com¬ 
plète,  comme  je  le  montrerai. 

Le  fait  de  la  polarisation  circulaire  a  forcé  Cauchy 
à  faire  l’hypothèse  d’une  périodicité  dans  la  constitution 
intérieure  des  corps.  A  cela  on  ne  peut  faire  aucune 
objection ,  car  une  telle  hétérogénéité  est  précisément  le 
cas  le  plus  général,  l’homogénéité  étant  au  contraire  un 
cas  particulier.  Mais  Cauchy  a  commis  l’erreur  essen¬ 
tielle  de  supposer  que  la  moyenne  des  déplacements  des 
molécules  de  l’éther  ne  dépend  approximativement  que 
des  moyennes  des  coefficients  de  ses  équations  différen- 
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tielles.  On  peut  facilement  mettre  en  défaut  ce  théorème 
par  un  simple  exemple. 

Comme  tel  on  peut  se  servir  de  l’équation  différen¬ 
tielle 

(“  +  iC0Sï)s+*'-°' 

où  l’on  suppose  que  a  est  plus  grand  que  b  et  que  a  ci 
une  très  petite  valeur.  La  moyenne  du  coefficient  pério- 

fJQ 

dique  a-\~l  cos —  est  égale  à  a,  et  d’après  le  théorème 
cité  ci-dessus  la  moyenne  de  l’intégrale  serait  approxima¬ 
tivement 


<p  =  e  °. 

Mais  ce  résultat  est  faux,  car  on  obtient  exactement 
par  intégration 

f*  dx 


et  approximativement,  si  a  est  très  petit, 


valeur  qui  diffère  essentiellement  de  la  valeur  précédem¬ 
ment  citée ,  puisqu’elle  dépend  aussi  de  la  constante  de 
périodicité. 

Le  théorème  n’est  donc  pas  admissible  en  général, 
et  en  particulier  il  ne  l’est  pas  dans  le  cas  de  l’équation 
différentielle  de  Cauchy.  Car  premièrement  ce  n’est  pas 
seulement  la  polarisation  circulaire,  mais  aussi  la  double 
réfraction  qui  doit  être  une  conséquence  de  la  périodicité 
des  coefficients  des  équations,  si  celles-ci  sont  admissibles. 
Pour  le  démontrer,  il  n’est  pas  nécessaire  que  nous 
nous  perdions  dans  des  calculs  sans  fin,  car  la  nature 
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elle-même  a  fait  le  calcul.  Brewster  et  plus  récemment 
M.  Schultze  (Verhandl.  d. rheinl.  Gesellsch.  1861)  ont,  comme 
on  sait,  montré  que  des  corps  disposés  en  couches  minces 
sont  doublement  réfringents . 

Par  ce  fait  il  devient  manifeste  qu’une  périodicité 
dans  la  structure  intérieure  des  corps  doit  entraîner  la 
double  réfraction.  En  second  lieu  on  voit  immédiatement 
que  l’épaisseur  des  couches  d’un  corps  hétérogène  doit 
influencer  la  marche  des  rayons  lumineux  d’une  manière 
dépendant  de  la  longueur  d’onde,  et  que  par  conséquent 
la  dispersion  tout  au  moins  peut  être  déduite  de  la  périodi¬ 
cité  des  coefficients,  quelles  que  soient  d’ailleurs  les  équa¬ 
tions  différentielles  qui  servent  de  fondement  à  notre 
théorie.  On  voit  de  plus  d’une  manière  simple,  .par 
cette  explication  de  la  dispersion,  par  quelle  raison  elle 
est  liée  aux  corps  et  n’a  pas  lieu  dans  le  vide. 

Mais  si  d’un  côté  la  supposition  d’une  périodicité 
dans  l’intérieur  des  corps  est  nécessaire  pour  édifier  la 
théorie  et  si  d’autre  part  elle  implique  dans  ses  consé¬ 
quences  non  seulement  l’explication  de  la  polarisation 
circulaire,  par  laquelle  on  a  été  forcé  de  faire  cette  sup¬ 
position,  mais  aussi  celle  de  la  double  réfraction  et  de  la 
dispersion,  qui  avait  donné  naissance  à  l’hypothèse  fon¬ 
damentale  de  la  force  moléculaire,  cette  dernière  hypothèse 
devient  tout  à  fait  superflue ,  et  une  hypothèse  qui  est 
superflue  est  fausse.  Tout  cet  appareil  d’hypothèses  ne  sera 
qu’un  complément  arbitraire  de  la  théorie,  dans  le  cas 
où  tout  peut  être  expliqué  par  la  seule  supposition  de  la 
périodicité. 

Ainsi  dans  l’optique,  comme  dans  les  autres  bran¬ 
ches  de  la  physique  mathématique,  nous  nous  voyons 
forcés  d’abandonner  les  idées  ordinaires  sur  la  nature 
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des  foires  moléculaires.  Il  serait  très  peu  utile  do  cher¬ 
cher  à  construire  la  théorie  de  la  lumière  au  moyeu  de 
nouvelles  théories  physiques,  à  l’aide  de  suppositions 
nouvelles  sur  les  phénomènes  qui  se  passent  à  l’intérieur 
des  corps,  phénomènes  dont  il  est  peut-être  impossible 
de  se  faire  aucune  idée.  La  science  de  notre  temps  prend 
en  tout  une  direction  nouvelle  et  cherche  à  se  débar¬ 
rasser  de  toutes  ces  idées  qui  ressemblent  à  des  feux 
follets  et  ne  sont  peut-être  pas  des  guides  meilleurs  (pu* 
ne  le  furent  autrefois  les  idées  qui  régnaient  du  temps 
de  Bacon. 

Dans  la  théorie»  do  la  lumière  nous  n’avons  pas  besoin 
d'autres  quantités  que  de  celles  qui  peuvent  être  obser¬ 
vées  directement  cm  indirectement.  Ces  quantités  sotil 
l'intensité,  lu  vitesse,  la  direction  de  la  propagation,  la 
couleur,  la  phase  et  enfin  la  position  du  plan  de  polari¬ 
sation.  La  lumière!  ne  fait  pas,  comme  on  sait,  une  im¬ 
pression  instantanée  sur  notre  œil,  et  l’intensité  mesurée 
est  par  conséquent  une  moyenne  ou  la  somme  ch;  toutes 
les  impressions  pendant  un  petit  intervalle  de  temps; 
mais  si  nous  supposions  l'œil  capable  d’observer  l’inten¬ 
sité  à  chaque  instant  particulier  et  en  chaque  point  de 
l’espace,  il  pourrait  déterminer  non  seulement  l’intensité 
moyenne,  mais  aussi  la  vitesse,  la  direction  de  propaga¬ 
tion,  la  couleur  et  la  phase,  car  toute  variation  do  ces 
quantités  modifierait  l’impression. 

Pour  celte  raison  nous  pouvons  embrasser  toutes  ces 
quantités  clans  une  seule  notion,  celle  de  l’intensité  dans 
un  sens  étendu.  Mais  outre  cette  fonction  du  temps  et  des 
coordonnées  de  l’espace,  nous  avons  encore  besoin,  de;  deux 
fonctions  nouvelles,  et  de  deux  seulement,  pour  déterminer 
la  position  du  plan  de  polarisation;  la  lumière  est  donc 
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complètement  déterminée  à  chaque  moment  et  en  chaque 
point  de  l’espace  par  trois  quantités  dépendant  du  temps 
t  et  des  coordonnées  x ,  y ,  0  du  point. 

Le  problème  à  résoudre  est  maintenant  de  trouver 
trois  équations  aux  dérivées  partielles  valables  pour  tous 
les  milieux  et  qui  expriment  la  dépendance  mutuelle  des 
trois  quantités  en  question,  fonctions  des  variables  x ,  y,  z ,  t. 
De  ces  équations  on  devra  pouvoir  déduire  tous  les 
phénomènes  de  la  lumière,  ceux  seulement  exceptés  qui 
dépendent  de  forces  inconnues  comme  les  forces  élec¬ 
triques  ou  chimiques.  De  ces  phénomènes  on  ne  peut  au 
contraire  déduire  que  les  équations  fondamentales  et  non 
une  théorie  physique  ;  on  pourrait  aussi  bien  chercher  une 
telle  théorie  dans  la  réflexion  par  un  miroir  concave  ou 
dans  la  réfraction  par  une  lentille  que  dans  la  diffraction, 
la  double  réfraction,  etc.  Au  contraire  l’explication  est 
peut-être  cachée  dans  les  forces  inconnues  dont  nous 
venons  de  parler. 

Si  nous  cherchons  les  trois  équations  aux  dérivées 
partielles  qui  doivent  servir  de  point  de  départ  à  notre 
théorie,  il  est  évident  qu’011  ne  peut  y  introduire  im¬ 
médiatement  l’intensité  et  la  position  du  plan  de  polari¬ 
sation,  mais  que  celles-ci  doivent  être  remplacées  par  trois 
quantités  auxiliaires  dépendant  des  premières.  Soient  ç,  7],  C 
ces  quantités  auxiliaires,  que  nous  appellerons  simplement 
les  composantes  de  la  lumière.  Je  ne  m’arrêterai  pas  sur 
la  méthode  ou  sur  la  manière  dont  les  trois  équations 
ont  été  déduites  dans  le  mémoire  qui  précède ,  car  ces 
équations  une  fois  trouvées,  la  manière  dont  elles  l’ont 
été  sera  presque  sans  intérêt;  l’admissibilité  des  équations 
sera  démontrée  par  le  fait  qu’elles  peuvent  expliquer 

tous  les  phénomènes  de  la  lumière,  ceux  exceptés  qui 

10 


146 


dépendent  de  forces  inconnues.  Ces  équations  seront, 
sous  une  forme  un  peu  modifiée  et  en  omettant  les  traits 
*  note  s.  horizontaux*  sur  les  composantes, 


8y\8y  8x)  8z\8æ  8z)  co*  8  f 

Hh—dA\—^(dA—ôv\  =  JJ2? 

8 z  \8z  8y)  8x\8y  8x)  co2~8tÀ 

±(K-!!i\—JL(!!2—K\  =  J 

8x  8 z  )  8y\  dz  ~8y)  co  8f 


(A) 


Ces  équations  doivent  être  complétées  par  deux  autres 
qui  expriment  les  relations  de  l’intensité  et  de  la  position 
du  plan  de  polarisation  avec  les  composantes  f,  Ci 
l’intensité  I  étant  exprimée  par 


1  =  Acew+o 


et  l’équation  du  plan  de  polarisation  étant 

ç(x'-~x)  +  W—y)  +  c(z’—z)  =  o, 

où  x\  y\  zr  désignent  les  coordonnées  courantes  de  ce 
plan.  Les  composantes  sont  donc  proportionnelles  aux 
cosinus  des  angles  que  fait  la  normale  au  plan  de  pola¬ 
risation  avec  les  trois  axes  de  coordonnées. 

La  quantité  co  est  une  fonction  de  x,  y,  z,  qui 
pour  un  milieu  homogène  se  réduit  à  une  constante. 
Dans  ce  cas  les  équations  prendront  une  forme  simple 
bien  connue ,  et  on  peut  de  ces  équations  déduire  les 
lois  connues  de  la  lumière  dans  les  milieux  homogènes, 
ainsi  que  les  lois  de  la  diffraction  (pourvu  qu’elle  ne 
soit  pas  compliquée  d’une  réflexion  et  d’une  réfraction 
simultanées),  celles  des  l’interférence  et  de  la  polarisation 
du  rayon  diffracté  et  celle  de  la  diminution  de  l’intensité 
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ele  lu  lumière*  émanée  d'un  point  lumineux  ou  raison  du 
eurré  de*  la  distaiH‘o.  11  nVst  pas  nécessaire'  (jne  je 
m'arrête  ici  sur  la  manière  dont  ces  lois  peuvent  être 
déduites  des  équations  bien  eonnuos ,  et  je  n*gard(Tai 
connue  un  lait,  connu  et  démontré  que  ces  équations  sont 
admissibles  pour  les  milieux  homogènes.  11  résulte'  de 
la  forme  des  intégrales  que  la  lumière'  peut  être'  regardée 
comme'  un  mouvement  ondulatoire',  mais  qu’on  ne'  peut 
pourtant  se'  former  aucune'  ieleV  exacte  de  e*e  mouvement, 
ce'  que'  re'nde'nt,  manifeste'  U*s  eléve'loppe'iuents  précédents. 
Le ‘s  intégrales  montre*nt  de'  plus  e  jut'  «)  evst  la  vitesse'  ele 
propagation. 

Si  nous  passons  à  l'étude'  de's  corps  hétérogènes,  on 
voit  aussitôt  epi'un  ct'rfain  arbitraire'  s’attache'  à  la  déter¬ 
mination  de's  notions  ele»  rintt'nsité  c'i  du  plan  de'  polari¬ 
sation  par  la  raison  eptVlles  ne1  pcuivont  pas  être'  déter- 
minée's  par  des  expériences.  Kn  conséquence  on  a  fixé 
arbitruire'me’ut  le*  plan  de*  polarisation  comme*  pour  les 
milie'ux  homogènes,  tandis  e|ue  l'intensité  est  déterminée 
par  la  condition  ejne  la  somme*  des  intensités  totales  de 
la  lumière*  réfractée  t't  réfléchie*  soit  égale  h  l'intensité 
de*  la  lumière*  incidente,  si  le*  corps  réfringent  est  par¬ 
faitement  transparent  et  homogène.  Qu’un  te 4  corps  se 
rencontre*  e*n  efïet  dans  la  nature*,  (‘.'est  ce  ejui  est  ici 
tout  â  fait  indiffèrent.  Four  parvenir  à  ce*  résultat,  on 
pourrait ,  comme'  nous  l’avons  fait  dans  le*  précédent 
mémoires  multiplie'r  les  composantes  par  une*  puissance 
arbitraire1  de*  m  et.  déte*rmine*r  ensuite*  ec*tte  puissance*  par 
la  condition  exprimée  ci-dessus;  mais  on  venin  tout  de 
suite  qu’on  a  déjà  satisfait  a  cette  condition  par  l'en  [na¬ 
tion  ele  rinte'nsité  donnée*  plus  haut. 

Dans  le*  précisent  mémoire  j’ai  déduit  des  «quations 

ir 
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différentielles  les  lois  de  la  double  réfraction,  de  la  po¬ 
larisation  circulaire  et  de  la  dispersion;  de  plus  j’ai 
montré  par  l’intégration  de  ces  équations  quels  sont  les 
principes  qu’il  faut  appliquer  pour  calculer  la  réflexion,  et 
la  réfraction,  car  j’ai  trouvé  que  les  quatre  quantités 

w  r  h dA-?î 

^  ÔX  ôlf  dx  dz 

doivent  être  égales  des  deux  côtés  du  plan  des  coor¬ 
données  yz,  que  nous  prenons  pour  plan  de  séparation 
des  deux  milieux.  Avant  de  chercher  à  développer  les 
conséquences  des  résultats  déjà  obtenus,  je  démontrerai, 
comment  on  peut  déduire  des  conditions  susdites  rela¬ 
tives  au  plan  de  séparation  une  théorie  de  la  réflexion 
et  de  la  réfraction  qui  concorde  avec  r  expérience. 
Neumann  a,  comme  on  sait,  traité  ce  problème  d’une 
manière  très  complète  dans  ses  travaux  classique  sur 
la  réflexion  et  la  réfraction  de  la  lumière ,  et  les 

résultats  de  ses  calculs  ont  toujours  été  confirmés  par 

l’expérience.  Cependant  ses  suppositions  semblent  au 

premier  coup  d’oeil  tout  à  fait  contraires  aux  nôtres: 
pour  lui  les  vibrations  de  la  lumière  sont  situées  dans 
le  plan  de  polarisation  et  dans  le  plan  de  l’onde,  l’inten- 
sité  de  la  lumière  est  mesurée  par  le  carré  de  l’ampli¬ 
tude,  et  enfin  les  quatre  conditions  qu’il  obtient  pour  le 
plan  de  séparation  sont  toutes  différentes  de  celles  que 
nous  avons  posées.  Mais  si  nous  faisons  abstraction  du 
sens  physique  qu’il  a  donné  aux  composantes  de  la 
lumière ,  on  verra  aussitôt  qu’il  s’est  servi  de  quantités 
auxiliaires  différentes  des  nôtres.  Soient  f',  rf,  les 
composantes  de  Neumann;  nous  allons  chercher  les 

relations  qui  existent  entre  ces  composantes  et  les  nôtres. 
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On  a  démontré  dans  le  précédent  mémoire  qu’on 
peut  développer  les  composantes  y,  Ç  en  séries  de 
termes  qui  contiennent  un  facteur  variable  de  la  forme 

cos  Qct  —  Ix  —  my —  nz —  A) , 

Z,  m,  n  étant  des  constantes,  A  étant  au  contraire  en 
général  une  fonction  de  a,  y ,  z,  qui  n’est  remplacée  par 
une  constante  que  dans  le  premier  terme  de  la  série. 
La  partie  de  ces  séries  qui  dépend  d’un  A  variable  repré¬ 
sente  un  mouvement  périodique,  qui  varie  avec  la  pério¬ 
dicité  de  la  structure  du  corps.  L’autre  partie  des  com¬ 
posantes,  que  nous  désignerons  par  fi,  5,,  fi,  représente 
au  contraire  le  vrai  mouvement  perceptible,  qui  se  pro¬ 
page  en  ondes  planes. 

En  vertu  des  équations  différentielles  (A),  on  aura 
Je2 

— =  m(m$s —  Irjs)  —  n(lÇs  —  wfi)-f-... 

les  termes  suivants  ne  contenant  que  l’autre  partie  des 
composantes.  En  multipliant  par  fi  on  peut  en  déduire 
l’équation  suivante 

^  5*  =  «6  (m&-  ltjt) — n  fi  (IC-  »fi)  +  •  • . 

L’intensité  de  la  lumière  perceptible,  que  nous  dé- 

1 

signerons  par  I„  est  la  partie  de  l’expression  — 2  (ç2-}-  ^,s+  C) 
qui  ne  dépend  que  d’un  J  constant;  on  trouvera  aisé¬ 
ment  qu’elle  est  déterminée  par  l’équation 

1.  =  ~  [  (nv.  -  mC)2+  (10  -  »£.)’+  (*»£.  -  fy)2] . 
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*  NOTE  4 


Si  la  même  quantité  est  exprimée  par  les  compo¬ 
santes  de  Neumann,  nous  obtiendrons 

I)  =  3/2~j- 

D’autre  part  on  sait  que  rjs,  Ç,  sont  proportionnels 
aux  cosinus  des  angles  que  fait  la  normale  au  plan  de 
polarisation  de  la  lumière  perceptible  avec  les  axes  de 
coordonnées  et  que  les  composantes  de  Neumann  sont 
au  contraire  situées  dans  ce  plan.  Par  suite  on  aura 

f.f'H-  ÿ.ÿ'-f  G><T=  0. 

De  plus  la  dernière  résultante  est  située  dans  le  plan 
de  l’onde,  d’où  l’on  peut  déduire 

-f-  nÇ  =  0 . 

De  ces  équations  résulteront  les  relations  suivantes 
entre  les  doux  sortes  de  composantes 

~  Kys  —  »»C*  »  k-f)'  =  IÇ,  —  n$g ,  kÇ  =  m$a  —  Irj» , 

équations  que  nous  pourrons  aussi  écrire  sous  la  forme 

^  K-8l*_dV‘  * 

ôt  dz  8y  ’  8t  dx  8z  ’  dt  8y  dx  ' 

Nos  conditions  relatives  au  plan  de  séparation,  qui 
peuvent  s’écrire  de  la  manière  suivante 


X  s»  £ 


7}, 


-  0, 

la?  — s  0 


8y]> _ d& 

8x  dy 


0, 


8x  8z 


e  ayant  une  valeur  infiniment  petite ,  seront  maintenant 
exprimées  au  moyen  des  nouvelles  composantes. 

Des  deux  dernières  équations  il  suit  immédiatement 


que 


O  et 


C 


X  =  s 
=  0. 
X  ess  0 


îr.i 


D(>s  deux  pri'iuièrcs  équations  on  peut  déduire 

X  en  g 

-  <>, 

x  «  0 

et  par  conséquent  on  aura 


(}Ù 

ôz  '  lUf 


X  K-,  s 
■.n,  (), 


la*  h->  û 


Les  trois  composantes  auront  donc  les  memes  valeurs 
des  deux  cotés  du  plan  du  séparation  des  deux  milieux, 
ce  qui  est  en  pleine  concordance  avec  les  suppositions 
préliminaires  de  Neumann. 


Lu  quatrième  condition  relative  au  plan  de  sépara¬ 
tion,  que  nous  pouvons  exprimer  au  moyen  de  nos  com¬ 
posantes  sous  la  tonne 


mij,  •  nÇ, 


X  tm  f 

”z.fs  ()1  ^ 


X  0 


peut  être  exprimée  a  Laide*  des  nouvelles  composantes 
de*  la  manière  suivante. 

Nous  désignerons  par  q  l’angle  cpie  fait  la  normale 
au  plan  de*  ronde*  avec  le*  rayon  de  lumière.  Cet  angle 
étant  h*  mémo  que  ee*hti  rpie  fait  notre^  résultante  avec 
le*  plan  de  Ponde?,  on  aura,  comme  nous  Pavons  démon¬ 
tré  dans  le*  mémoire?  précédent,* 


Situ,  :  1  . 

!//*  +  »/*  I  «’WM-TÎ  4-Ç’ 


d’où  il  nuit  qm 
*K7 


«C< 

V{nVt  . 


*  NOTE  5. 


*  NOTE  0. 
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Des  expressions  ci-dessus  de  yf  et  Ç  on  peut  de 
plus  déduire 

Si  nous  éliminons  £,  entre  ces  deux  équations  après 
avoir  remplacé  le  dénominateur  de  la  première  par 
kV/f'2+3/a+  C'2)  nous  obtiendrons 

myj,  4-  nÇ,  =  [i  {nyf- m?)  ±  (m2+  n2)  tg  q]/ 

et  cette  expression  aura  par  conséquent  les  mêmes  va¬ 
leurs  des  deux  côtés  du  plan  de  séparation. 

Si  nous  introduisons  les  notations  de  Neumann ,  et 
si  nous  désignons  comme  lui  par  <p  l’angle  que  fait  le 
plan  de  l’onde  avec  le  plan  réfringent  (plan  des  et 

par  <p  l’angle  que  fait  la  nouvelle  résultante  avec  Pinter- 
section  du  plan  de  l’onde  et  du  plan  réfringent,  nous 
aurons 

l 

""—-Y.-.:;.-,  z— :=r  =  COS  W  , 

l Y 

nrf—mÇ  =  -±-  cos  <p  tV+m2  Pf,2+^'2+C'2- 

En  introduisant  ces  valeurs  dans  la  dernière  écpia- 
tion  de  condition,  elle  prendra  la  forme  suivante 

[rr  +  r+C  (cos 9  sin <p  eos <p i sin2^  tg 2)]  Æ=0  O. 

Cette  condition  est  précisément  en  concordance  avec 
la  supposition  de  Neumann,  si  le  double  signe  est  dét  or- 
miné  arbitrairement  de  la  même  manière  que  le  fait 
Neumann.  Au  fond  Neumann  est  parti  de  l’hypothèse 
que  l’intensité  totale  de  la  lumière  incidente  est  égale  à 
la  somme  des  intensités  de  la  lumière  réfractée  et  de  la 
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lumière  réfléchie,  mais  il  remplace  cette  supposition  par 
la  condition  ci-dessus.  Inversement  nous  pouvons  con¬ 
clure  que  nos  quatre  équations  de  condition  impliquent 
le  théorème  de  la  conservation  de  l’énergie  et  que  par 
suite  notre  équation  de  l’intensité,  qui  doit  satisfaire  à 
cette  condition,  a  été  choisie  correctement. 

Après  avoir  déduit  de  cette  manière  les  suppositions 
de  Neumann  des  nôtres,  nous  pouvons  dire  que  le  pro¬ 
blème  proposé  est  complètement  résolu,  car  il  suit  à 
présent  des  résultats  obtenus  que  la  théorie  de  la  réflexion 
et  de  la  réfraction  développée  par  Neumann,  qui  est 
d’accord  avec  l’expérience,  peut  aussi  être  développée 
en  partant  de  nos  équations  fondamentales. 

Nous  voici,  comme  auparavant  dans  la  théorie  de  la 
double  réfraction,  parvenus  à  une  station  qui  peut  servir 
de  point  de  départ  à  la  partie  formelle  de  la  théorie  de 
la  lumière,  et  grâce  au  développement  considérable  qu’a 
reçu  cette  partie  de  la  théorie,  nous  avons  sous  les  yeux, 
sans  que  nous  ayons  besoin  de  faire  un  pas  en  avant, 
toute  une  partie  de  la  théorie  de  la  lumière  comme  une 
simple  conséquence  de  notre  théorie. 

Si  la  théorie  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  n’avait 
pas  déjà  auparavant  reçu  un  tel  développement,  nous 
ne  chercherions  pas  à  exprimer  les  conditions  relatives 
aux  limites  par  d’autres  quantités  auxiliaires  que  par  nos 
composantes,  car  c’est  avec  celles-ci  que  les  conditions 
relatives  aux  limites  aussi  bien  que  les  lois  de  la  double 
réfraction  prendraient  la  forme  la  plus  simple,  et  pour 
cette  raison  les  calculs  effectués  au  moyen  de  ces  com¬ 
posantes  seraient  plus  courts  et  plus  élégants. 


Dans  les  calculs  en  question  nous  avons  tenu  compte 
de  l'eflet  immédiat  delà  partie  périodique  des  composantes 
(pii  doit,  accompagner  toute  onde  lumineuse  dans  les 
corps  périodiquement  hétérogènes  et  qui  dépend  de  cotte 
partie  périodique;  mais  il  faut  aussi  mentionner  un  effet 
secondaire  du  mouvement  périodique  des  deux  milieux, 
une  réaction  mutuelle  qui  ne  sera  pas  sans  influence 
sur  le  mouvement  lumineux  visible.  Ici  comme  partout 
dans  la  nature,  se  rencontre  une  perturbation,  et  ce  petit 
écart,  par  rapport  aux  résultats  obtenus  pourra  peut-être 
aussi  être  mis  en  évidence  par  l’expérience.  Si  les  deux 
milieux  étaient,  homogènes,  les  résultats  du  calcul  tels 
que  le  théorème  do  la  conservation  de  l’intensité  seraient 
parfaitement  exacts,  mais  ils  ne  le  seraient  plus  clans  le 
cas  contraire.  C’est  ce  qu’on  peut  aussi  voir  immédiate¬ 
ment,  car  une  partie  de  la  quantité  originelle  de  lumière 
doit  nécessairement  s’évanouir  par  la  formation  du  mouve¬ 
ment.  périodique  de  l’onde  dans  le  corps.  J’orucds  ici 
une  autre1  perturbation  sur  laquelle  j’ai  déjà  auparavant 
appelé  l’attention  (Pogg.  Ann.,  t.  111;  second  imunoire 
de  cette  édition)  et  ([ui  résulte  de  ce  que  la  surface  de 
séparation  des  corps  n’est  pas  un  plan  mathématique¬ 
ment  exact. 

La  perte  de  lumière  visible  dont  nous  vouons  de 
parler  ne  doit  pas  être  confondue  avec  celle  qui  ost  pro¬ 
duite  par  simple  absorption.  Cette  dernière  peut  facile¬ 
ment  être  calculée.  Les  recherches  nouvelles  sur  la 
réflexion  «'t  la  réfraction  par  les  corps  imparfaitement 
transparents  et  par  les  métaux  ont  en  effet  donné  ce 
résultat,  remarquable,  que  les  lois  admissibles  pour  les 
corps  transparents  sont  encore  valables  dans  et*  cas. 


sauf  qui'  l'indice  du  réfraction  prend  ici  la  forme  com¬ 
plexe  <i  ■  j  b]/-  1. 

Ile  ce  lait,  nous  pouvons  déduire  la  conséquence 
importante  que  nos  équations  différentielles  sont  admis¬ 
sibles  non  seulement  pour  les  corps  transparents,  mais 
pour  tous  les  corps  sans  exception.  On  voit  également,  si 
nous  cherchons  à  déterminer  l'indice  de  réfraction  par 
le  développement  des  composantes  en  série,  ainsi  que 
nous  l'avons  l'ail  dans  le  précédent  mémoire,  qu’il  peut 
aussi  prendre  eelte  forme  plus  générale;  cependant  il  est 
difficile  d’indiquer  les  conditions  dans  lesquelles  ceci  aura 
lieu.  Il  semble  pourtant  quo  cola  se  produira  vraisem¬ 
blablement  si  la  distance  de  deux  points  de  même  nature 
situés  ii  l'intérieur  d’un  corps  n’est  pas  petite  en  com¬ 
paraison  de  la  longueur  d’onde,  (l’est  pour  cette  raison 
qu'un  corps  transparent  pulvérisé  cessera  d’être  trans¬ 
parent. 

Si  nous  comparons  les  résultats  du  mémoire  précé¬ 
dent  avec  ceux  du  présent,  travail,  nous  reconnaîtrons 
que  nous  sommes  parvenus  à  notre  but:  déduire  de  nos 
équations  fondamentales  tous  les  phénomènes  de  la 
lumière  qui  ne  dépendent  pas  do  forces  inconnues,  élec¬ 
triques  ou  chimiques;  ou  voit  que  l’explication  de  la 
double  réfraction,  de  la  polarisation  circulaire,  de  la  dis¬ 
persion,  de  la  réflexion,  est  une  simple  conséquence  de 
ces  équations.  Il  m'est  permis  ici  d’omettre  la  théorie 
générale  de  la  diffraction  parce  qu’elle  ne  donne  aucun 
contrôle  de  notre  théorie.  Pour  des  corps  homogènes 
elle  peut  facilement  être  déduite  de  nos  équations;  mais 
si  le  phénomène  se  complique  en  même  temps  d’une 
diffraction  et  d'une  réflexion,  la  difficulté  se  trouve  plutôt 
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dans  la  recherche  des  conditions  qui  correspondent  ù 
chaque  expérience  que  dans  le  calcul  lui-mème,  et  la 
concordance  des  calculs  et  des  expériences  démontrerait, 
plutôt  l’admissibilité  des  conditions  choisies  qu’elle  n«' 
serait  un  contrôle  de  la  théorie.  Pour  cette  raison  je 
crois  que  je  puis  considérer  comme  terminé  l'examen  cU‘ 
la  légitimité  des  nos  équations  fondamentales,  et  j’appcd- 
lerai  l’attention  sur  quelques  conséquences  ultérieures  dt‘ 
nos  résultats. 

Le  coefficient  périodique  w  qui  entre  dans  nos  équa¬ 
tions  peut  en  général  être  exprimé  par  la  formule 


1 


i(I  + 


v  c0(! 


&\  ■  ■  aP 

où  SJ,  ep,  ...  sont  des  quantités  constantes,  comme!  je 
l’ai  démontré  dans  le  précédent  mémoire.  D’après  cet  tu 
formule,  les  corps  sont  regardés  comme  composés  (lu 
plusieurs  systèmes  de  couches  parallèles,  dont,  l'épaisseur 
est  dp  et  dont  la  normale  fait  avec  les  axes  de  coordon¬ 
nées  des  angles  dont  les  cosinus  sont  <tp,hF,Cp.  De  plus 
soient  a,  b,  c  les  vitesses  des  composantes  dans  les  direc¬ 
tions  des  axes  et  aa,  aw  trois  ([nanti tés  liées  à  ces 
vitesses  par  les  équations 


jya 

TTa  i 


s? 

F  ’ 


SJ1 


Ces  dernières  quantités  peuvent  être  exprimées  au 
moyen  des  constantes  du  corps,  comme  je  l’ai  démontré 
dans  le  précédent  mémoire  (Pogg.  Ann. .  t.  1 18 ,  p.  Di  1  ; 


p.  110  de  cette  édition),  et  l’on 

<Xp  =  0, 

1-2’l’a,*,  an  —  1  —  £ 


trouvera  aisément,  pour 


£p 


G) 


i _ vîà 

1  G>-  i  p  p 
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Si  le  corps  est  par  exemple  disposé  en  couches  paral¬ 
lèles  à  une  direction  unique,  et  si  nous  prenons  la  nor¬ 
male  à  ces  couches  pour  axe  des  æ,  nous  aurons  bp 
=  cp  =  0.  Par  conséquent  les  vitesses  b  et  c  devien¬ 
dront  égales  et  la  quantité  a  ou  la  vitesse  de  propaga¬ 
tion  de  la  composante  dans  la  direction  de  la  normale 
aura  la  plus  grande  valeur.  Un  tel  corps  se  comporte 
donc  comme  un  cristal  négatif  doublement  réfringent  à 
un  axe,  dont  Taxe  est  perpendiculaire  aux  couches  du 
corps.  Ce  résultat  est  en  concordance  avec  les  expériences 
de  M.  Schultze  (Verh.  der  rheinl.  G-esell.  1860).  Si  nous 
appelons  O  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  vide,  ~  sera 
l’indice  de  réfraction  correspondant  à  la  vitesse  a,  et 
l’indice  moyen  sera  exprimé  par 


Cet  indice  moyen  est  indépendant  de  la  position 
des  axes  choisis,  même  si  les  petites  quantités  ap  ne  peu¬ 
vent  être  tout  à  fait  négligées,  car  on  trouvera 


au  +  a22  "i~  ül 
d’où  l’on  déduira 


yf?  . 


9,  1 


■Hspa} 


*  NOTE  7. 


J/l,  6  z  p  +  3  J/z^  Jv’ 

quantité  qui  est  indépendante  du  choix  des  axes. 

Dans  l’équation  précédente  nous  a^vons  posé  k 
QtcO 

=  r —  À  désignant  la  longueur  d’onde,  et  cela  fait  voir  *  note  s. 

/ 

que  l’indice  moyen  de  réfraction  ou  le  carré  de  cet  indice 

1 

prendra  la  forme  a  +  b  — ,  b  étant  une  quantité  posi- 


158 


tive.  Par  suite,  si  la  longueur  d’onde  devient  plus  petite, 
la  lumière  sera  plus  réfrangible,  loi  qui  a  toujours  été 
vérifiée;  il  peut  pourtant  se  faire  que  la  formule  approxi¬ 
mative  ci-dessus  ne  suffise  pas  dans  le  cas  des  milieux 
absorbants,  et  qu’il  y  ait  alors  des  exceptions  à  la 
règle. 

La  forme  que  nous  avons  donnée  à  la  fonction  co 
est  la  plus  simple  et  la  plus  commode  pour  les  calculs 
faits  jusqu’ici  ;  mais  si  nous  voulons  tirer  encore  quelques 
conclusions  relatives  à  la  constitution  intérieure  des  corps, 
il  sera  nécessaire  de  déterminer  avec  plus  de  précision 

les  constantes  qui  entrent  dans  la  formule.  Le  coeffi- 
1 

cient  — 2  est  en  général  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire 

CD 

f(x,  y,z),  mais  satisfaisant  toutefois  à  l’équation 

A*. y.*)  =  f(xJr%P“n  y  +  s  +  2rri), 

où  p,  q,  r  sont  des  nombres  entiers  et  oq,  yl  des  con¬ 
stantes  très  petites.  Cette  condition  exprime  que  le 
corps  est  hétérogène,  de  telle  manière  que  l’hétérogénéité 
se  dérobe  à  l’observation  immédiate  par  une  périodicité 
qui  se  répète  si  vite  que  le  corps  est  apparemment 
homogène. 

Une  telle  fonction  peut  être  exprimée  par  la  for¬ 
mule  bien  connue 


f{x,y'z) 


cos 


K 


i{x—  a) 


\{y—fi)  |  h — r) 

fii  ^  Vi 


■i,  it,  i,  étant  des  entiers  qui  parcourent  toute  la  série 
des  nombres  de  —  co  à  oc ,  et  l’intégrale  étant  prise 
entre  les  limites  —  a,,  — /?„  ~Tl  et  j3v  Tl.  On  a  ici 
remplacé  da  dft  dj  par  dm  et  Ijds  =  ‘6a1p1y1  par 

Si  l’on  exclut  de  la  somme  le  terme  correspondant 
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à  i  =  ix  =  4  =  0,  si  de  plus  on  néglige  les  valeurs 
négatives  de  i  en  multipliant  la  somme  par  2,  et  que 
l’on  n’estime  les  termes  qui  correspondent  à  l’indice  i  =  O 
qu’à  la  moitié  de  leur  valeur,  on  obtiendra,  en  modifiant 
de  cette  manière  le  sens  du  signe  de  sommation, 


+MSi :f 


COS 


f(x,y,z)  =  J 

K 


i(x — a) 


*i  (y- 


f 


-£>  i  '4 (g-r) 


A 


f{a,j3,y)  étant  remplacée  par  f* 

Si  nous  comparons  cette  valeur  du  coefficient 


*  NOTE  9. 


—i  = 


*  NOTE  10. 


avec  la  valeur  précédente,  nous  obtiendrons 


De  ces  deux  dernières  équations  nous  déduirons  la 
valeur  de  2^,  et  nous  simplifierons  l’expression  trouvée 
en  remplaçant  le  carré  d’une  intégrale  par  le  produit  de 
deux  intégrales  qui  toutes  deux  ont  la  meme  valeur. 
Nous  aurons  alors,  en  désignant  par  des  accents  les 
variables  de  l’une  des  intégrales  et  en  écrivant  f  au 
lieu  de  f(a!,  J3\  f), 


où 


g  =  cos  ^  W-P) + hi-rzï}), 

V  «i  1  A  rx  / 


«i 
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et  par  suite,  en  vertu  de  l’équation  2 


J  ©j 


>v 


Les  expressions  de  $  et  2  s}  obtenues  de  nette 
manière  peuvent  être  introduites  dans  l'expression  trouvée 
ci-dessus  pour  l’indice  moyen  de  réfraction.  Mais  cnmme 
nous  pouvons  supposer  que  les  expériences  sont  délivrées 
de  l’influence  perturbatrice  de  la  dispersion ,  nous  pou¬ 
vons  négliger  les  petites  ([nanti tés  aP  et  introduire  seuio- 
ment  les  quantités  nouvelles  dans  l’éqiia(i<m 


O* 


(T 

(>J/ 


vj 


r  étant  la  valeur  de  l’indico  uioyon  de  réfraction  réduite. 

Nous  essayerons  à  présent  de  faire  une  application 
du  résultat  trouvé.  Ou  doit  cependant  remarquer  que 
la  dernière  équation  nVxprime  qu’approximalivement.  la 
valeur  de  r  dans  l’hypothèse  faite*  au  commencement, 
que  les  quantités  sP  sont  petites. 

J’ai  bien  réussi  à  développer  la  valeur  exacte  de  r 
en  une  série  dont  les  premiers  termes  sont  donnés  par 
la  formule  ci-dessus,  et  j’indiquerai  les  calculs  quand  il 
en  sera  besoin;  mais  cette  formule  approximative  suflit 
pour  le  but  que  nous  avons  en  vue. 

On  sait  comment  l’idée  du  pouvoir  réfringent  a  paru 
dans  la  science  il  y  a  déjà  longtemps,  comment  la  Ihéorh* 
dominante  l’a  rejetée  comme  inutile,  et  comment  elle  a 
pourtant  toujours  reparu  et  gardé  une  certaine  admis¬ 
sibilité.  Il  suffit  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  l’aperqu 
donné  dans  le  tome  116  de  ces  Annales  (les  Ami.  de 
Pogg.)  par  Albr.  Sehrauff  du  pouvoir  réfringent  des  divers 
corps  pour  être  convaincu  d’une  certaine  régularité  dans 
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les  valeurs  de  cette  quantité.  On  voit  tout  d’abord  que 
le  pouvoir  réfringent,  qui,  débarrassé  de  la  dispersion, 
peut  être  exprimé  par 

r2—l 

M  —  - - -, 

P 

p  étant  la  densité  du  corps,  est  à  peu  près  constant 
pour  le  même  corps  quand  la  densité  varie,  et  qu’on 
peut  calculer  le  pouvoir  réfringent  des  mélanges  par  la 
formule  suivante 

Mp  =  Mjpt+ 

2)  étant  le  poids  du  mélange  et  les  lettres  affectées  d’in¬ 
dices  correspondant  aux  différents  éléments  du  corps. 

Une  autre  loi  qui  semble  avoir  échappé  à  l’attention 
est  mise  en  évidence  par  le  même  aperçu  (p.  210),  à 
savoir  que  le  pouvoir  réfringent,  toujours  et  sans  excep¬ 
tion,  décroît  un  peu  en  même  temps  que  l’indice  de 
réfraction.  C’est  précisément  la  présente  théorie  qui 
pour  la  première  fois  a  attiré  mon  attention  sur  cette 
décroissance. 

Ces  lois  empiriques  peuvent  en  effet  toutes  être 
déduites  de  notre  théorie.  Il  faut  toutefois  supposer  que 
les  corps  sont  composés  d’éléments  transparents ,  les 
molécules,  séparés  par  des  intervalles  auxquels  corres¬ 
pond  une  vitesse  de  la  lumière  qui  est  celle  de  l’espace 
vide.  De  plus  il  faut  que  ces  molécules  restent  in¬ 
variables  pendant  que  ces  lois  sont  admissibles ,  de 
telle  manière  que  chaque  variation  du  corps  n’influence 
que  l’étendue  des  intervalles  et  la  disposition  des 
molécules. 

Dans  l’intégrale 

JL  —  [dG* 

w  ~~~  )  nrj 


u 
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nous  pouvons  donc  négliger  les  éléments  qui  correspon¬ 
dent  à  l’espace  vide  au  dehors  des  molécules.  Comme 
dans  le  vide  la  vitesse  de  la  lumière  («)  est  égale  à  O  td. 
que  par  suite 

f-± 

1  O2  ’ 

nous  obtiendrons 


où  l’intégration  ne  s’étend  qu’à  la  partie  invariable  de 
l’espace  remplie  de  molécules,  p  étant  la  densité  du  corps, 
P®i  gardera,  pour  toutes  les  variations  de  la  densité  du 
corps,  une  valeur  constante  que  nous  appellerons  c. 

Nous  aurons  par  suite 


+,p). 


est  une  quantité  indépendante  de  la  densité  du  corps. 

De  la  même  manière  on  peut  transformer  l’intcgrale 


Si 


nous  posons 

S  = 


où  l’intégration  correspond  à  la  partie  de  l’espace  remplie 
de  molécules,  nous  obtiendrons 


et  par  suite 


2’ep  =2  p 


S  —  2  P — pP2 

li+ppy 


=  i  -y-pP—^p 


S—VP—pP* 

i  +pp  " 
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Le  dernier  terme  étant  très  petit  d’après  nos  hypo¬ 
thèses,  le  pouvoir  réfringent  sera  à  peu  près  constant 
et  égal  à 

r 2 _ 1 

M  =  - - -  =  P. 

P 

Si  nous  tenons  compte  aussi  du  dernier  terme,  le 
pouvoir  réfringent  aura  approximativement  la  forme 

M = Q—~* 

r **  ' 

Q  et  B  étant  deux  constantes  positives.  Le  pouvoir 
réfringent  décroît  donc  en  même  temps  que  l’indice  de 
réfraction. 

La  formule  donnée  ci-dessus 

jf-±(i  +  pe) 

peut  être  appliquée  à  un  mélange  comme  à  tout  autre 
corps.  Si  la  densité  et  le  volume  de  chaque  élément 
étaient  à  l’origine  respectivement  px,  p2,  . ..,  vx,  v2,  ... 

et  si  le  mélange  remplit  l’espace  v,  les  éléments  du  mélange 

v  v 

auront  dans  ce  mélange  les  densités  px-±,  p2~^,  ... 

Les  constantes  PA,  P2,  ...  des  éléments  ne  varient 
pas  avec  les  densités,  et  par.  conséquent  nous  aurons 

W  “  W  (1  +  ftïip<+AÎp»+  •  •  •)■* 

Mais  vp,  vxpx,  v2p2l  . . .  sont  proportionnels  au  poids 
du  mélange  et  de  chaque  élément  en  particulier,  et  par 
suite  nous  aurons,  p,  px,  p2,  ...  étant  les  poids, 

p  p  =  i>1p1+jpIp1+ . . . 

il* 


55  NOTE  11 


NOTE  12 
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De  la  même  manière  nous  obtiendrons 


jpQ  =  A(?1+jV?2+  ••• 
p  R  =  PA+PA+  ••• 

La  présente  théorie  ne  donne  donc  pas  seulement 
l’explication  de  la  constance  du  pouvoir  réfringent  et  de 
*  note  13.  la  formule  des  mélanges*  elle  détermine  encore  avec 
plus  de  précision  ces  lois  et  montre  avant  tout  que  le 
pouvoir  réfringent  doit  décroître  avec  l’indice  de  ré¬ 
fraction. 

C’est  ce  que  l’expérience  confirme  parfaitement,  et 
nous  pouvons  ici  nous  contenter  de  ces  résultats,  car  il 
serait  inutile  d’examiner  de  plus  près  les  détails  des 
expériences,  en  partie  parce  qu’on  voit  immédiatement 
qu’on  peut  obtenir  une  meilleure  concordance  avec  deux 
constantes  qu’avec  une,  et  en  partie  parce  que  nos  for¬ 
mules  ne  sont  qu’approximativement  exactes. 

Enfin  il  ne  sera  pas  dépourvu  d’intérêt  de  voir  quoi  s 
renseignements  les  divers  phénomènes  lumineux  nous 
donnent  sur  la  constitution  intérieure  des  corps.  La 
double  réfraction  montre  en  premier  lieu  la  stratification 
régulière  des  corps,  stratification  qu’on  peut  déjà  voir 
immédiatement  à  leur  apparence  extérieure.  L’épaisseur 
des  couches  ne  peut  pourtant  pas  être  déduite  de  la  double 
réfraction ,  car  celle-ci  aurait  encore  lieu,  même  si  les 
couches  étaient  infiniment  petites.  Mais  la  polarisation  cir¬ 
culaire  et  surtout  la  dispersion  en  général  montrent  qu’en 
réalité  il  n’en  est  pas  ainsi ,  mais  qu’il  se  trouve  dans 
tous  les  corps ,  les  fluides  élastiques  eux-mêmes  à  peine 
exceptés ,  une  stratification  de  dimensions  mesurables. 
La  polarisation  circulaire  montre  de  plus  qu’il  se  trouve 
dans  l’intérieur  de  certains  cristaux  un  défaut  de  symétrie. 
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ce  qu’on  peut  aussi  reconnaître  à  leur  apparence  exté¬ 
rieure,'  et  la  rareté  même  de  cette  polarisation  nous 
apprend  qu’un  tel  défaut  de  symétrie  n’est  pas  le  cas 
ordinaire.  Enfin  le  pouvoir  réfringent  montre  que  d’un 
côté  la  limite  de  la  périodicité  dans  l’intérieur  des  corps 
est  l’espace  vide,  et  que  par  suite  les  corps  sont  com¬ 
posés  de  molécules  transparentes  séparées  par  des  inter¬ 
valles  vides. 


NOTES. 


NOTE  1.  Voir  l’analyso  du  mémoire  dans  les  „Eort- 
schritte  der  Physik“,  t.  ïüO,  p.  144. 


NOTE  2.  Lorenz  dit  que 
C-f. 

(p  .  (>  CCKH 

'  r  a 

a  la  valeur  approximative 

X 

C~  ' 

(p  (*  Va8— 68  , 

si  a  a  une  valeur  très  petite.  Le  mémoire  ne  mentionne 
pas  les  limites  de  l’intégrale,  mais  on  peut  faire  la  suppo¬ 
sition  qu’elles  sont  0  et  x.  Le  théorème  peut  alors  être 
déduit  de  la  manière  suivante,  si  a  >  b  >  0. 

On  sait  que 


dx  U1 

\rt-f  ftcosj!  VV- --Ù 


}  im'  te  (  Va  I  1  ; 


si  0  <  x  <  TT,  et  ([ue  par  suite 
r*n 


>  dx  71 

\*  I  •  b  «»  X  l/« 


d’où  l’on  déduit  facilement 
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dx 


Ja  -f-  b  cos  x 
où  m  est  un  nombre  entier. 


inn 

=  yjjCÏp’ 

Par  conséquent  on  aura 


s 


dx 


dx 


a-\-b  cos- 


x 


W  -f-  b  cos  x 


mu  .  ( 

a  I  '  "H 


dx 


Il /a2 — b2  \a  -f-  &  cos  x 


où - mx  <  tt.  Mais  si  a  a  une  valeur  très  petite,  on 

a  1 

aura  approximativement 

(*x  dx  x 


la  -f-  b  cos  —  V  a2 —  b2 


NOTE  3.  En  ce  qui  concerne  les  traits  horizontaux, 
voir  le  mémoire:  Sur  la  théorie  de  la  lumière  (quatrième 
mémoire  de  cette  édition). 


NOTE  4.  Les  équations  sont  identiques  à  celles 
qui  précèdent,  si  Ton  fait  la  supposition  que  toutes  les 
quantités  ys,  Çs,  f,  rj ,  C  sont  de  la  forme 

V—i  ( kt—lx—my—nz ) 

A  •  e 


NOTE  5.  Si  les  composantes  de  la  lumière  sont 
exprimées  comme  ci-dessus,  la  condition  sera  exprimée 
par  l’équation 

'drjs  <9Ç/ 
dy  “1“  dz 

et  celle-ci  peut  aisément  être  déduite  des  équations  de 
condition  données. 
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NOTE  6.  Voir  p.  113  de  la  présente  édition  (Pogg. 
Ann.,  t.  118,  p.  133). 


NOTE  7.  D’après  le  mémoire  cité  ci-dessus  (Pogg. 
Ann.,  t.  118,  p.  130;  cette  édition,  p.  109)  on  aura 


et  d’après  le  même  mémoire,  p.  129  (cette  édition,  p.  108), 


?o  +  ~Pp)  =  au?0  +  +  aisC 


et  par  conséquent 


1  +  A- 


1-f  I- 


Mlzi 

lp  -(-  ml  ni  — 

(^)  (j22  —  (ai>  zt  ^  j 


( ap  i  M'+  i  J^«j)2+  (lP  zb  no-pf  «y 


K' 

l ? 


Si  nous  développons  le  second  membre  de  cette 
équation  en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de 
af,  tous  les  termes  d’ordre  impair  s’évanouiront.  Si  nous 
nous  bornons  aux  termes  qui  contiennent  tout  au  plus 
la  seconde  puissance  de  ap,  nous  aurons 


J2S 


«a  =  1  -2Jal+2al% 

Ji  Ji 

—  4  ap  ( lap  -f-  mbp -f- nCpf  —  (ÿ — 4  lap  (lap  -f-  mbp  -f-  ncp)  ) 


k2 


(1  —  a,p  )  +  ctp  Q2jr  m2+  wa) 


On  obtiendra  l’expression  du  mémoire  par  l’addition 
de  cette  expression  et  des  deux  expressions  analogues 
pour  et  am.  Il  est  pourtant  impossible  de  savoir  ici 
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l’ordre  des  termes  négligés  et  par  conséquent  le  degré 
de  l’approximation  obtenue. 

2  ? T0 

NOTE  8.  Si  h  =  —  ■ ,  À  désigne  la  longueur  d’onde 

dans  le  vide.  La  vitesse  du  front  de  l’onde  dans  le  corps 

est  égale  à  -T====9  et  par  suite  la  longueur  d’onde 
n~ 

sera  ici 

b 

VI2 /m2Jrn2 

NOTE  9.  L’explication  de  la  notation  n’est  pas  ici 
tout  à  fait  correcte.  Le  but  de  la  notation  modifiée  est 
de  réunir  en  un  seul  tous  les  termes  qui  ne  diffèrent 
que  par  le  signe  du  terme 

i(x—a)  \{y—0)  ,  iQ-r) 

«.  ^  A  "  ^  n  ' 

Pour  cette  raison  on  prend  le  double  de  la  valeur  de 
chaque  terme,  le  premier  seul  excepté,  et  si  i  diffère  de 
zéro,  on  ne  donne  à  i  que  des  valeurs  positives;  et  de 
même  si  i  est  égal  à  zéro,  mais  que  il  diffère  de  zéro, 
on  ne  donne  à  ix  que  des  valeurs  positives;  et  enfin  si 
i  =  \  =0,  mais  que  ix  diffère  de  zéro,  on  ne  donne 
à  i2  que  des  valeurs  positives. 

NOTE  10.  Dans  la  série  (1)  (Pogg.  Ann.,  1. 1 18,  p.  125; 
cette  édition,  p.  106),  les  différents  termes  sont  supposés 
identiques  à  ceux  de  la  série  de  Fourier  qui  exprime 
f(æ,  y,  z). 

NOTE  11.  On  trouve 


M  = 


S  1  S-P 
3  3  1  — j—  pP  ’ 
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où  S—  P  est  positif,  car  cette  valeur  est  plus  grande 
que  S — 2  P — pP a,  qui  a  une  valeur  positive,  et  P  étant 
approximativement  égal  à  1  -\-pP,  on  aura  l’expression 
du  mémoire  en  posant 


NOTE  12.  La  formule  donnée  résulte  de 

si  l’on  tient  compte  de  la  formule  suivante,  dont  on 
reconnaît  immédiatement  la  légitimité  et  qui  peut  s’écrire 

pvP  p •Pt  P,  “H  •  •  • 

NOTE  13.  La  formule 

Mp  —  +  . . . 

est  identique  à  la  formule 

Pj>  =  Pj^-pPpKr]  - . . . , 

si  l’on  se  contente  de  l’approximation  M  —  P;  mais  on 
ne  sait  pas  si  la  formule  est  encore  valable  quand 
on  pose 

M  -  Q-*. 


SUR  L’IDENTITÉ 

DES  VIBRATIONS  DE  LA  LUMIÈRE 

ET  DES  COURANTS  ÉLECTRIQUES. 


SUR  L’IDENTITÉ  DES  VIBRATIONS  DE  LA  LUMIÈRE 
ET  DES  COURANTS  ÉLECTRIQUES. 


YID.  SELSKABS  OVERS.  1867,  P.  26-45. 

POGGL  ANN.  T.  CNNNI.  P.  243-263.*  *  NOTE  1 

Jja  science  est,  comme  on  sait,  parvenue  dans  notre 
siècle  à  constater  un  si  grand  nombre  de  relations  entre 
les  différentes  forces,  entre  l’électricité  et  le  magnétisme, 
la  chaleur  et  la  lumière,  les  forces  chimiques  et  les  forces 
moléculaires ,  qu’on  est  presque  nécessairement  conduit 
à  les  considérer  toutes  comme  des  expressions  d’une  seule 
et  meme  force  qui ,  suivant  les  circonstances ,  se  mani¬ 
feste  sous  des  formes  différentes.  Telle  est  aussi  l’idée 
qui  a  présidé  aux  travaux  des  plus  grands  savants  de  notre 
époque  ;  mais  il  s’en  faut  de  beaucoup  qu’on  ait  réussi 
à  la  faire  passer  dans  la  théorie ,  et  si  l’on  a  démontré 
expérimentalement  l’existence  d’une  relation  entre  les 
différentes  forces ,  on  n’a  cependant  pas  pu  l’expliquer, 
si  ce  n’esl  dans  quelques  cas  isolés.  En  effet  Ampère  a 
bien  donné  une  explication  théorique  du  rapport  qui 
existe  entre  l’électricité  et  le  magnétisme  —  explication 
qui  ne  renferme  toutefois  aucune  preuve  de  son  hypo¬ 
thèse  des  courants  particulaires  spontanés  et  permanents  — 
de  même  que,  depuis  Melloni,  on  a  été  de  plus  en  plus 
amené  à  admettre  l’identité  de  la  lumière  et  de  la  cha¬ 
leur  rayonnante.  Mais  ces  théories  sont  encore  tout  à 
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fait  isolées  comme  des  anneaux  d’une  grande  chaîne,  cl 
on  est  si  loin  de  pouvoir  établir  théoriquement  l’idée  de 
l’unité  des  forces,  que  maintenant  encore,  presqu’un  demi- 
siècle  après  la  grande  découverte  d’Œrsted,  on  considère 
généralement  les  deux  électricités  comme  des  fluides  impon¬ 
dérables,  la  lumière  comme  un  mouvement  vibratoire  de 
l'éther,  et  la  chaleur  comme  un  mouvement  des  molécules 
des  corps. 

Ces  hypothèses  physiques  ne  se  concilient  guère  avec 
le  principe  de  l’unité  des  forces;  mais  tandis  que  celui-ci 
a  une  grande  importance  pour  la  science,  celles-là  n’ont 
eu  d’autre  utilité  pratique  que  de  fixer  les  idées ,  en 
nous  fournissant  un  moyen  de  grouper  et  de  coordonner 
les  phénomènes.  Le  plus  juste  serait  donc  de  reconnaître 
que,  dans  l’état  actuel  de  la  science,  nous  ne  pouvons 
encore  nous  faire  aucune  idée  de  la  cause  physique  des 
forces  ni  de  leur  mode  d’action  dans  l’intérieur  des  corps, 
et  que  par  suite  nous  devons,  au  moins  provisoirement, 
choisir  une  autre  voie  que  celle  des  hypothèses  physiques, 
pour  pouvoir  faire  avancer  la  théorie  sûrement  et  pas  a 
pas,  de  manière  que  les  progrès  réservés  à  l’avenir  ne 
viennent  point  détruire  les  résultats  déjà  acquis. 

Cette  manière  de  voir  sert  de  base  tant  aux  recherches 
qui  font  l’objet  de  ce  mémoire  qu’à  mes  travaux  ante¬ 
rieurs  sur  la  théorie  de  la  lumière,  et  j’ai  été  d’autant 
plus  encouragé  à  y  persévérer  que  les  résultats  que  j’ai 
l’honneur  de  présenter  à  la  Société  des  Sciences  concor¬ 
dent  d’une  manière  remarquable  avec  ceux  que  j’ai 
obtenus  précédemment.  Mettant  donc  de  côté  les  hypo¬ 
thèses  physiques,  je  chercherai  à  ajouter  un  nouvel  an¬ 
neau  à  la  chaîne  qui  relie  entre  elles  les  différentes  forces, 
en  démontrant  que,  conformément  aux  lois  qui  se  dédui- 
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sent  de  l’expérience  sur  la  propagation  de  l’électricité 
sous  l’action  de  l’électricité  libre  et  des  courants  du  milieu 
ambiant,  il  peut  exister  des  courants  électriques  pério¬ 
diques  qui,  sous  tous  les  rapports,  se  comportent  comme 
les  vibrations  de  la  lumière ,  d’où  résulte  cette  consé¬ 
quence,  que  les  vibrations  de  la  lumière  sont  elles-mêmes 
des  courants  électriques. 

Nous  savons  que  la  lumière  se  propage  par  des  on¬ 
dulations  à  mouvements  périodiques  extrêmement  rapides 
que  nous  appellerons  des  vibrations.  Ces  vibrations  pré¬ 
sentent  ceci  de  particulier  qu’elles  sont  perpendiculaires 
h  la  direction  suivant  laquelle  se  fait  la  propagation. 
Or,  c’est  là  une  particularité  qui  n’a  pas  trouvé  sa  vraie 
explication  dans  la  théorie  de  l’élasticité  ni  dans  les 
développements  de  M.  Cauchy  ;  car,  sans  compter  que 
cette  théorie  suppose  l’existence  d’un  milieu  spécial, 
l’éther,  qui  est  du  reste  complètement  isolé,  inaccessible 
ii  nos  sens ,  et  sans  relation  appréciable  avec  d’autres 
forces ,  il  n’est  guère  possible,  même  en  admettant  cette 
supposition  ainsi  que  les  diverses  hypothèses  de  M.  Cauchy, 
de  concevoir  un  milieu  où  un  mouvement  vibratoire 
puisse  se  propager  sans  trace  de  vibrations  longitudinales. 
Convaincu  que  la  théorie  dont  il  s’agit  ne  pouvait  pas 
donner  la  véritable  explication  de  ce  que  la  lumière 
présente  précisément  de  caractéristique,  savoir  les  vibra¬ 
tions  transversales,  j’avais  déjà,  à  une  époque  antérieure, 
porté  mon  attention  sur  la  circonstance  que  des  courants 
électriques  variables,  dans  des  conducteurs  fermés,  engen¬ 
drent  des  courants  d’induction  qui  leur  sont  parallèles, 
et  ressemblent  ainsi  aux  vibrations  de  la  lumière,  dont 
on  peut  dire  également  qu’elles  produisent  par  induction 
des  vibrations  parallèles.  Toutefois,  comme  les  lois 
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générales  des  courants  induits  —  lois  confirmées  p^r 
l’expérience  —  ne  conduisaient  pas  directement  au  ré- 
sultat  désiré,  il  restait  à  résoudre  cette  question,  s’il 
n’était  pas  possible  de  modifier  ces  lois  de  manière  à 
leur  faire  embrasser,  non  seulement  les  expériences  sur 
lesquelles  elles  s’appuient,  mais  aussi  les  phénomènes 
qui  appartiennent  à  l’optique. 

Ivirchhofif  (Fogg.  Ann.,  t.  102)  a  exprimé  les  lois  des 
courants  électriques  dans  les  corps  à  conductibilité  con¬ 
stante  par  les  formules  suivantes 


*  NOTE  2. 


-2&(' 

-2  h 


10  — 


-2  kl 


Sx  ' 

â 

dt 

dû  . 

4 

ev 

dÿ^ 

c2 

dt 

dQ  , 
- - 1. 

4  ÔW 

_2  Cu 

(1)* 


u,  v,  w  étant  les  composantes  de  l’intensité  du  courant, 
électrique  au  point  (x,  y ,  z),  k  la  conductibilité,  c  une 
constante  et 


V  = 

V  = 
TF= 
Q  = 


dx'dÿdz? 

y— 

dx’dy'dz' 
i  p> 

f dx'dy'dz 


(x—x’)  [«'  (x—x’)  4-  v'{y—y')+iv'(z—z'y  ) , 
{y— y')  K  {x—x')  4-  v'  (?/— y')H-w'(*— ^')  ] , 

(z—z’)  [ u '  {x—x')  4-  v'(y—  y')+ic’(z— 


fdy'dz'  ,  ,  Çds'  , 


où  v\  wf  sont  les  composantes  de  l’intensité  du  cou¬ 
rant  au  point  (x\  y\  #'),  e'  la  densité  de  l’électricité  libre 
au  même  point,  e'  la  densité  électrique  sur  un  élément  de 
surface  dsf  et  r  la  distance  du  point  (x,  y ,  z)  à  (x\  y\ 
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(lus  funimlus  uxprimunt  qui*  la  lutvu  t •!< -t* I r* *ï * i* d ri»** * 
lotalu  (‘H  (.r,  //,  (jui ,  daprd  la  lui  d'<  Hua  t  a  p«»ur 
romposanlus  ^  ^  ^  ,  ust  la  n* aillante  d* •  duuv  h«n  i 

ûlurtromolrirus,  dont  Pma»  ivpivunlr  !*a«1pui  mdnr- 
Irieu  d(‘  Fuludriritu  libru  du  rurp^  H  i'attîru,  i|îii  t  î 
dunnûu  par  la  lui  d<‘  Wuhur,  rullu  dus  murants  \ai iahlu 
d(‘  (uns  lus  ulumutifs  du  corps. 

I)t‘  plus  Kirrhhnir  a  dutorminu  la  rHafnui  *  ithv  b 
mmposauhs  du  rcmnuil  ul  IVlrrtn*  if*-  Itbiv  par  1*  dm\ 
équations 


ht 

7r  du 

I  t  i 

i'X 

ri/  d 

i  î  i 

H  uni  /  ^ 

•  #r  rus  v 

î  1 1 

:t  1  t 

fty  y  dan!  lus  anjdus  tpio  fait  la  numialu  a  la  -minu* 
du  corps  dirijjuu  \urs  riftlurttiir  avur  1»-.  a\«"  d«'  ioi,i- 
doîinùus, 

Uu  Vf i|{  huit  du  suilu  1 1 1 1» *  lu  iijîiaîion,  f  i  aiaid 
du  ulahüus  d’iiiiu  iiianiuru  huit  a  laîî  *iu|iii i»pi« ,  ii«*  <mt 
pas  liuruNsairuiiifiit  lYxpruvdnii  «>\arlr  du  la  loi  \»  niahl»*, 
ut  qu’il  sura  toujours  punud  d'\  int t «tclms  1  du  imtai-iMu 
turinus  ou  du  lotir  doniui*  uuu  uutru  foniua  tant  «j uo  «a  ^ 
rliaii^tauuitîs  uVxoruorutd  iiiiniii*+  itdluuituu  wn  ihl**  ,111 
lus  tvstillafs  ruusfalus  par  IY.spuriofirt\  \u*u» 
doîir  dûs  îiiaifduuaut  muddurur  lus  ^uumids  iniiiihsi  . 
du  rus  uifiiatifiüs  rliaruu  roiuuiu  lu  |ttvuu*T  h*iiu*"  d'uiu 
MH’iu. 

Introduisons  uuu  ïiuiivi'liu  fouutîMu  y  4i  finir  pai 

IVqimlion 
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sont  des  fonctions  formées  avec 


T 

t—~  comme  ë  et  ë  le  sont  avec  t  dans  l’expression 
originelle  de  i2,  et  où  a  est  une  constante. 

Par  le  développement  en  série  on  aura 


__  i  ^11.1 _ 

£\  a/  e  et  a'ôt'  a2 1  •  2 

,/,  r\  _  ,  ôë  r  b~ë  r2  1 

e\  a)  ~~  e~~Ôt  â  + 

On  substituera  ces  séries  dans  l’équation  ci-dessus,  pmi  s 
on  différentiera  cette  équation  pas  rapport  à  x.  De  cette 
manière  on  obtiendra 


dû 

dx 


.^_j_  JLÜ 

'  dx~^~  Qardf 


et  en  introduisant  ici  les  expressions  de  et  données 

dt  ot 

par  l’équation  (2),  on  trouvera  en  intégrant  par  parties 


dû  _  dû _ 1  d  [[{dx'difch'  1  dU 

dx  ôx  a3  <9£jj)  r  U'  a3  dt  O  ) 


TJ  ayant  la  même  signification  que  ci-dessus.  Par  con¬ 
séquent  on  peut  aussi  écrire 


dû,±d_ 

dx  +  a3  Ôt 


dû. _±ÔU 
dx'"  a 2  dt 


(40 


où  u'  (t — -  |  est  une  fonction  formée  avec  t  — —  comme 
\  a/  a 

u'  l’est  avec  t. 

Le  second  membre  de  la  dernière  équation  est  une 
série,  dont  on  n’a  conservé  que  les  deux  premiers  termes 

et  dont  les  termes  suivants  procèdent  suivant  les  puis- 

c 

sances  croissantes  de  — .  Si  l’on  pose  a  =-7r,  les 
a  2 
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termes  conservés  seront  identiques  à  l’expression  entre 
parenthèses  de  la  première  équation  (1);  mais  c  est, 
d’après  Weber,  égal  à  59320  milles  géographiques  (439450 
kilomètres)*,  tandis  que  la  plus  grande  valeur  de  r 
employée  dans  les  expériences  n’a  jamais  dépassé  un 
petit  nombre  de  pieds,  par  où  l’on  voit  que  ~  a  une  valeur 
presque  insensible.  Les  termes  suivants  de  la  série  seront 
donc  tout  à  fait  imperceptibles  pour  toutes  les  expériences 
dans  lesquelles  les  dérivées  par  rapport  au  temps  n’auront 
pas  de  très  grandes  valeurs. 

Les  équations  des  composantes  du  courant  pourront 
donc  être  appliquées  aux  expériences  dont  elles  sont 
déduites,  aussi  bien  que  les  équations  (1),  si  on  leur 
donne  la  forme  suivante ,  en  vertu  de  (4)  et  des  deux 
équations  analogues, 


u 

v 

w 

a 

P 

r 


e>k[~  +  —  — 

\ÔX +  C2  Ôt 


-(f+41). 


(^) 


Ces  formules  diffèrent  des  équations  (1)  en  ce  que 
les  fonctions  J7,  F,  TF  sont  remplacées  par  les  expres¬ 
sions  plus  simples  a,  /9,  y,  et  elles  expriment  en  même 
temps  que  l’action  totale  exercée  sur  toutes  les  molécules 

12* 


NOTE  4. 


NOTE  5. 
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par  l’électricité  libre  et  par  les  courants  électriques  mot 
un  certain  temps  à  se  propager,  fait  qui  n’est  pas 
étranger  à  la  science  et  a  déjà  en  soi  une  certaine  vrai¬ 
semblance.  Cette  action  au  point  (#,  y,  z)  et  à  l’instant  t 
dépend  en  effet,  d’après  les  formules  trouvées,  non  do 
l’état  électrique  des  points  (af,  y',  zr)  à  ce  môme  instant, 

V 

mais  de  l’état  qui  existait  à  l’instant  t  —  — ,  c’est-à-dire^ 
autant  de  temps  auparavant  qu’il  en  faut  pour  franchir 
la  distance  r  avec  la  vitesse  constante  a. 

La  constante  a,  dans  l’équation  {A),  devrait,  d’aprds 

c 

ce  qui  précède,  être  égale  à  ^ ,  mais  on  trouvera  par  un 
examen  plus  approfondi  qu’elle  est  susceptible  de  prendre 
aussi  d’autres  valeurs.  La  première  équation  (A)  petil 
en  effet,  en  vertu  de  (3),  s’écrire  sous  la  forme 


u  —  —  2  k 


dJ2 

dx 


4  ,  im 

(?  a2)  ôù  '  a2  Ot 


c 

et,  en  supposant  ici  a  —  -a),  on  retombera  sur  lu  pre¬ 
mière  équation  (1),  tandis  .que  l’équation  est  précisément 
ramenée  à  la  forme  qui  résulte  de  la  théorie  électro- 
dynamique  de  Neumann  si  l’on  suppose  a  —  oo.  Or, 
celle-ci  s’accordant  également  avec  l’expérience,  il  os! 
évident  que  les  équations  (A)  continueront  à  être  d’ ac¬ 
cord  avec  les  expériences  pour  une  valeur  quelconque 
de  a,  pourvu  que  cette  valeur  soit  du  même  ordre  do 
grandeur  que  c,  en  sorte  qu’on  puisse  considérer  les 
termes  suivants  de  la  série  comme  insensibles  dans  les 
expériences  électrodynamiques.  Si  l’on  suppose  par 

exemple  a  =  — ,  on  obtiendra  une  moyenne  entre  les 
V  2 

théories  de  Weber  et  de  Neumann. 


181 


Il  devient  maintenant  nécessaire  cVobtenir  par  une 
autre  voie  que  celle  des  expériences  électrodynamiques 
une  détermination  de  la  constante  a,  ainsi  qu’une  con¬ 
firmation  ou  une  correction  des  résultats  qui  précèdent. 
On  pourrait,  en  se  servant  avant  tout  de  l’indication 
donnée  dans  les  formules ,  que  les  effets  électriques 
mettent  un  certain  temps  à  se  propager,  chercher  s’il 
n’existe  pas  sur  le  mode  d’action  de  l’électricité  dyna¬ 
mique  une  hypothèse  vraisemblable,  dont  on  pourrait 
déduire  des  résultats  analogues  aux  résultats  trouvés  par 
expérience.  Mais  j’ai  reconnu  que  cela  peut  se  faire  de 
plusieurs  manières,  ce  qui  infirme  complètement  l’impor¬ 
tance  de  la  méthode;  car  cette  méthode  n’aurait  eu 
d’importance  que  dans  le  cas  où  l’on  aurait  pu  trouver 
une  seule  hypothèse  préférable  à  toutes  les  autres,  parce 
qu’elle  eût  été  plus  vraisemblable.  Après  m’être  appliqué 
à  trouver  une  telle  hypothèse,  j’ai  complètement  renoncé 
cette  fois  comme  auparavant  à  faire  usage  des  hypo¬ 
thèses  physiques,  et  il  ne  reste  qu’à  développer  les  con¬ 
séquences  des  résultats  obtenus  et  à  chercher  s’ils  ne 
nous  fournissent  pas  quelque  moyen  de  résoudre  le 
problème. 

Étant  donnée  une  fonction  quelconque  p,  on  aura, 
si  le  point  (æ,  y,  z)  se  trouve  entre  les  limites  de  l’inté¬ 
grale, 


.  .  .  ,  .  ,  F  ,  ô2 

ou  4  désigné  _2  +  _2  +  _a. 

La  démonstration  de  ce  théorème*  se  trouve  dans  *  note  g. 
mon  mémoire  (Journal  de  Crelle ,  t.  58),  mais  il  peut 
actuellement  être  prouvé  sans  difficulté.  Au  moyen  de 
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ce  théorème  les  équations  (71)  peuvent  être  transformées 
en  les  équations  différentielles 


système  qui  peut  être,  en  vertu  de  (2),  complété  pur 
l'équation 

du  .  Or  .  fi-w  1  Os 

fix  '  '  fi  y  2  fit  * 

(les  é({ual ions  sont  satisfaites  en  particulier  par 

*  NOTE  7.  W  ”  (’  hz  CO  S  J)  (<t)f  *  -  ,c) ,  r  O,  U'  (),*  (t  *  t 

où  7q  jq  sont  des  coustanl(vs,  entre  Unst[iuffles  on  a  h*  - 
deux  relations 

AV  —  //(a2  r//)  et  A  7  «■«  IGttA’c,).  (i  I 

On  voit  déjà  par  cette  transformation  provisoire 
des  équations  (J)  qu’il  peut  y  avoir  des  courants  élor- 

triques  périodiques,  ( ju’ils  se  propagent  comme  un  mouve¬ 

ment  ondulatoires  avec,  la  vitesse*  et  exécutent,,  comme 
la  lumière,  des  vibrations  perpendiculaires  à  la  direction 
de  ce  mouvement.  Si  par  suite  nous  admettons  que  U** 
vibrations  lumineuses  elles -memes  sont  des  courants 
électriques,  <o  exprimera  la  vitesse  de  la  lumière,  et  u 
celle  avec  laquelle  les  actions  électriques  se  propageait 
dans  l’espace.  Il  résulte  en  outre  des  dernières  équa¬ 
tions  que,  lorsque  la  eonductibililé  électrique  h  du  corp^ 
est  très  petite,  les  deux  vitesses  m  et  a  Rapprochent  d«* 
plus  en  plus  de  l’égalité. 
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La  vitesse  avec  laquelle  les  actions  électrodynamiques, 
dans  les  recherches  de  Weber,  se  propagent  dans  l’air 
d’un  conducteur  à  un  autre,  est  donc,  d’après  ces  résultats, 
précisément  la  meme  que  celle  de  la  lumière  dans  l’air. 
Weber  ayant  trouvé  c  =  439450  kilomètres  (c  =  59320 
milles  géographiques),  on  a  donc 


c 

pi 


=  310756  kilomètres  (41950  milles  géographiques),*  *  note  s. 


résultat  qui  s’accorde  d’une  manière  remarquable  avec 
les  différentes  déterminations  faites  jusqu’ici  de  la  vitesse 
de  la  lumière.  Celles-ci  sont  en  effet  ou  supérieures  ou 
inférieures  à  cette  valeur ,  de  sorte  qu’on  peut  la  con¬ 
sidérer  comme  une  détermination  nouvelle ,  qui,  en  ex¬ 
actitude,  ne  le  cède  en  rien  aux  autres. 

Nous  pouvons  donc  poser 


_  c 

a  ~  vf  ’ 

et  si  dans  les  équations  (J.)  on  remplace  c  par  al/2,  la 
justesse  de  cette  supposition  se  trouve  confirmée  d’une 
façon  remarquable,  car  c’est  précisément  cette  valeur  de 
c  qui  donne  aux  équations  (A)  la  forme  la  plus  simple, 
et  conduit,  à  un  terme  près,  aux  mêmes  équations  diffé¬ 
rentielles  que  j’ai  déjà  publiées  (voir  Ann.  de  Pogg., 
t.  118  et  121;  quatrième  et  cinquième  mémoire  de  cette 
édition)  sur  les  vibrations  lumineuses.  On  aura  en  effet, 
en  vertu  des  équations  (2), 


où  les  différentiations  partielles  par  rapport  à  x',  y\  zf 
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*  NOTE  9. 


doivent  être  exécutées  en  traitant  r  comme  une  con¬ 
stante,  et  où 

we'{‘-i)  -  -2(*t*-5“sHv(f-gcoS/! 


Si  l’on  introduit  ces  expressions  dans 


on  aura,  en  intégrant  par  parties  et  en  so  servant  des 
notations  a,  {3,  y,  dont  la  signification  a  été  expliquée 
dans  ce  qui  précède,  . 

Ôl= 

dt  J  \dx  '  dy  '  dz)' 

De  plus  on  aura,  en  vertu  de  (5), 


tfdf  =  4“  +  4îrt*> 


et  par  suite  les  équations  (A)  peuvent,  après  avoir  été 
différentiées  par  rapport  à  t  et  après  qu’on  y  a  remplacé 
e  par  aV%,  être  transformées  en 


1  du 

~Wdt 

1  dv 

~Wdt 

1  dw 

'WW 


A  8  (®a 

-^-TyW 

_  jæ 

dz 


•  4jtw 


±/d_y_ 
dx  \<9æ 


M 

dx 

t\ 

'dy) 

da\ 

'dz) 


K( 


_  dy 
dz  \dx 
d_(da 
dx  \ôî/ 
d 


6  a 
dz 
dft 
dx 

dy 

dÿ. 


y 

y 

)■) 


(«) 


De  plus  on  conclut  immédiatement  des  équations  (A) 


isr, 

or 

tir 

\k  i 

['•* 

T: 

<  !/ 

<r  U 

tir 

ta 

U  i 

fi  y 

t  s 

(  V 

a 0  i  t  * 

{i.r 

i  U 

ir 

i/,’  r 

fia 

i  X 

«a  N  ' 

V// 

ta 
<  : 


ut  nu  inoyuu  tin  eus  ûquations  nu  puni  uliminur  lus  quan¬ 
tités  a,  i%  y  dns  uquatiuns  (S),  aprus  avoir  diffnruntiu 


tudhus-ri 

par 

rapport  a  t.  Di4  cefb 

*  manière  on  obtiendra 

u  /fit 

fr\ 

i  t  (  tic  tu  \ 

1  Pu  (  \i\rJc  ta 

i'I /  V7/ 

c\i  > 

1  fAj\u  t:) 

P  tf  1  a1  tp 

'  (U 

i  tu 

\  t  /  ht  tu  \ 

1  Pu  \i\zk  tu 

Uh 

U'  lu 

/?/■ 

!  i  a*  \  ttj  iKt  1 

te  le  ■  nl  bp 

h  /hr 

fit'- 

\  f  (/r  M 

1  P  tu  \i\r:h  h  r 

/vr  \fyf 

*  i  !f\r?  ttj) 

p  te  1  te  h  \ 

(lus 

équations  différentielles 

ptiur  tus  composantes 

du  t  mirant  uluutriqnu  sont  un  complut  accord  avnn  colins 
quo  j'ai  trouvions  prûeodummont  pmir  1ns  miuposaulos  dn 
la  luminrn  (voir  Po}*%  Ann.,  I.  V21  ;  cmquiunio  iminnirn 
du  cotto  udition);  ullus  u’ou  diüuruuî  «[un  par  lu  tlurniur 
tunuu  qui  ntïiitinîïi  la  uonduutibilitn  oloctriqtio  h\  (  amano 
on  puni  lu  voir  par  riutojjralu  (IV),  qui  ust  aussi  applicable 
ici,  lu  duntiur  tunuu  supposa  unu  absorption  dùtiuiu  par 
lt1  coefficient  h  ,  qui ,  d’apres  (7),  croit  avec  la  coudou* 
tihiliîû  k\ 


Si  celle-ci  très  grandi*  relativement  h  pu  ou  **4  */, 

A 

A  désignant  la  longueur  dus  ondulations,  on  a,  d’uprés  (7b 


*  KOTK  lit, 


d'où  ron  peut  conclure,  pat*  exemple,  que  l'amplitude 
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des  vibrations,  dans  un  rayon  lumineux  qui  a  traverse 
une  couche  bonne  conductrice  d’épaisseur  égale  à  une 
demi-longueur  d’onde,  devient  e~  fois  plus  petite,  et 
l’intensité,  calculée  proportionnellement  au  carré  de  l’am¬ 
plitude,  e%lz  ou  535  fois  plus  faible.  Ce  sera  le  cas  pour 
tous  les  métaux,  car  la  conductibilité  du  cuivre,  en  pre¬ 
nant  le  millimètre  et  la  seconde  comme  unités  de  lon- 

1 

gueur  et  de  temps,  est,  d’après  M.  Weber,  de  en 

unités  magnétiques,  et  par  suite,  en  unités  mécaniques, 
1  c 2 

[Ote  il.  de  x  g-  ou  283433  a*,  grandeur  qui  dépasse  no- 

%7Ü 

tablement  ~a. 

A 

Il  va  sans  dire  que  ce  résultat  ne  peut  être  consi¬ 
déré  que  comme  approximatif,  puisque  nous  avons 
supposé  une  conductibilité  constante ,  c’est-à-dire  une 
homogénéité  qui  n’existe  pas  dans  la  réalité.  Mais  le 
résultat  principal,  savoir  que  tous  les  bons  conducteurs 
de  l’électricité  absorbent  à  un  haut  degré  la  lumière, 
présente,  on  le  sait,  un  accord  remarquable  avec  l’ex¬ 
périence. 

Lorsque  la  conductibilité  électrique  h  est  très  petite, 
les  équations  (7)  donnent 

h 

a 

On  a  trouvé  plus  haut  pour  le  cuivre 
a  ’ 

mais  la  conductibilité  de  tous  les  corps  transparents  est, 
comme  on  sait,  incomparablement  moindre,  et  si  nous 
en  exceptons  les  corps  fluides,  où  l’action  chimique  et  la 
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mobilité  des  molécules  jouent  un  rôle  si  important  qu’il 
est  en  réalité  impossible  ici  d’en  déterminer  la  conduc¬ 
tibilité,  nous  trouvons  que,  pour  tous  les  autres  corps 
transparents,  la  conductibilité  est  un  si  grand  nombre  de 
millions  de  fois  plus  petite  que  celle  des  métaux,  que  le 
coefficient  d’absorption  h  disparaît  en  meme  temps  que 
le  dernier  terme  des  équations  (73),  ce  qui  rend  ces  équa¬ 
tions  complètement  identiques  avec  celles  de  la  lumière. 
Par  conséquent,  de  môme  que  la  bonne  conductibilité 
des  métaux  nous  permet  d’en  conclure  qu’ils  sont  opaques, 
de  même  nous  pouvons  conclure  réciproquement  de  la 
plus  faible  transparence  d’un  corps  qu’il  est,  relativement 
aux  métaux,  un  très  mauvais  conducteur  du  courant 
électrique,  résultat  que  l’expérience  a  complètement  con¬ 
firmé. 

Les  vibrations  périodiques  qui  résultent  des  équa¬ 
tions  (B)  sont  transversales ,  et  on  n’obtiendra  pas  de 
vibrations  longitudinales ,  même  en  conservant  le  terme 
qui  contient  k.  Si  l’on  pose  pour  abréger 

du  ,  dv  .  ôio _ 

on  obtiendra,  en  différentiant  les  trois  équations  respec¬ 
tivement  par  rapport  h  x,  y,  z  et  en  additionnant, 

?£+  16  TtU  —  0, 

ot 

par  où  l’on  peut  voir  que  6  n’est  pas,  comme  les  com¬ 
posantes  u,  v ,  w ,  une  fonction  périodique  du  temps  et 
que  par  conséquent  les  vibrations  longitudinales  sont 
impossibles.  De  plus  cette  équation  fait  voir  que  6 
s’approche  de  zéro  par  l’accroissement  du  temps,  que  la 
valeur  de  0  en  un  point  est  indépendante  de  la  valeur 
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'  NOTE  12. 


des  composantes  des  déplacements  au*  points  TOisiœ  ct 
e  pat  suite  on  doit  en  général  supposer  0  =  0  Une 
autre  conséquence  est,  en  vertu  de  l'équation 

h  _  1  de  . 


2  Ôt  ’ 


que  le  développement  de  l'électricité  libre  dans  les  coms 
«  conducbbilité  constante  est  impossible.  Ce  Xto 
Mue  de  celui  de  Kirchhoff,  qui  a  déduit  des  équation 
0)  que  la  quantité  d'électricité  libre  à  l'intérienrde 

qui  précède  fait  voir  ef  tom  ’c  develoJ’Pe»'ent 

,  en  tout  cas  qu’on  ne  neuf  u« 

noneer  cette  conclusion  avec  sûreté.  P 

fions  H  aï°‘r  ‘,ém0nlnS  qu’en  Paciaul  des  équa- 

i  :: de™ 

tions  différentielles  (B\  ’•  P6Ut  aiOTer  aux  équa“ 

électriques  peuvent  ’  qUI  m°ntrent  que  les  courants 

coninie  dis  XII"  rP°rter  ^  tÛUS  ^ 

si  inversement  il  est  possîbld’  "  <1™ander 

courants  électriques  defloÎ  b'  *  '°iS  des 

de  vais  démontrer  que  cl  7  TT  ^  ,U"ièrc' 
que  les  éauatinns  /  *  ffUSable’  en  montrant 

des  équations  (B\  -i  l  ‘““"''T  ‘nTerseme”‘  elfe  déduites 
être  Loi  (  X  aJ°l,te  lM  COndltio"s  doivent 

de  vue  les  inté-rales  r„.  T  '  “rtam 
relatives  envia  de  P‘us que  eouditions 

vl Tré^mll  ^  4  **  *™u- 

(Pogg.Ann,  1. 118  p  l“6  cettITr4'8  ^  h  ,amière 
.  P-  1-6,  cette  édition,  p.  104),  et  que 
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par  suite  on  n’aura  besoin  pour  ce  calcul  que  des  hypo¬ 
thèses  que  l’optique  elle-même  nous  fournit*  *  note  13. 

Pour  un  élément  de  la  surface  du  corps  perpen¬ 
diculaire  à  l’axe  des  j’ai  trouvé  à  l’endroit  cité  que  les 
quantités 

du  dv  div  du 

U'  dy  dx'  dx  dz 

doivent  avoir  les  mêmes  valeurs  des  deux  côtés  de  la 
surface  de  séparation,  ce  qui  détermine  également  les 
conditions  pour  tout  autre  élément  de  la  surface,  car  on 
peut  choisir  la  position  des  axes  d’une  manière  arbitraire. 

Ces  conditions  sont  déduites  des  équations  différentielles 
qui  donnent  les  composantes  de  la  lumière  elles-mêmes, 
équations  dont  on  peut  se  servir  ici  parce  qu’elles  sont 
admissibles  en  tout  cas  pour  tous  les  milieux  hétérogènes, 
et  ces  conditions  ne  varieront  pas,  même  si  l’on  ajoute  aux 
équations,  ce  qu’il  faut  nécessairement  faire  ici,  les  termes 
qui  contiennent  le  facteur  k. 

Pour  un  corps  à  conductibilité  constante,  qu’on  peut 
supposer  entouré  de  corps  absolument  non  conducteurs, 
sans  s’inquiéter  de  savoir  s’il  s’en  trouve  ou  non  de 
tels  dans  la  nature,  les  quantités  w,  w,  etc.,  s’évanouiront 
aux  limites  du  corps;  car  un  courant  électrique  ne  peut 
pas  exister  sur  la  surface  isolante  qui  limite  le  conduc¬ 
teur. 

Nous  remplacerons  les  quantités  tq  0,  w,  x,  y,  z  qui 
entrent  dans  les  équations  (B)  par  les  lettres  marquées 
d’un  accent  u\  v',  w\  x\  %j ,  z\  et  de  même  t  par  t — — , 
où  r  est  la  distance  du  point  considéré  (x',  y\  z')  à  un 
point  fixe  (x,  ;<y,  z)  du  corps.  Ces  substitutions  étant 
faites,  les  équations  seront  encore  valables,  si  l’on  exécute 
-les  différentiations  partielles  dans  les  premiers  membres 
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des  équations  en  regardant  r  comme  une  constante,  bien 
qu’il  renferme  les  variables.  On  multipliera  les  équa- 
dx'dy'dz '  .  ,  .  , 

tions  par  - ,  puis  on  les  intégrera  dans  tout  le  volume 

du  corps.  De  cette  manière  le  premier  membre  de  la  pre¬ 
mière  équation  donnera  en  intégrant  par  parties,  si  nous 
*  note  14.  nous  servons  des  mêmes  notations  que  précédemment,* 


et,  en  intégrant  de  nouveau  par  parties,  le  dernier  terme 
donnera 


cos/i  + 


o a 
dîf‘ 


En  traitant  de  la  même  manière  tous  les  termes  du 
premier  membre  de  l’équation,  on  trouvera,  si  l’on  veut 
que  toutes  les  intégrales  relatives  à  la  surface  du  corps 
s’évanouissent,  qu’on  doit  avoir 


%C  cos  fj.  —  vf  cos  =  O ,  ur  cos  v  —  wr  cos  À  —  0 , 
où  nous  supposons  qu’on  a  de  nouveau  remplacé  t  —  — 

CL 

par  t ,  ce  qui  est  permis  parce  que  les  équations  sont 
valables  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et  que  les  différen¬ 
tiations  ne  sont  pas  exécutées  par  rapport  à  r. 

Pour  un  élément  perpendiculaire  à  l’axe  des  œ  ces 
équations  donneront 


v'  =  0,  w'  =  0, 


en  vertu  des  équations 

cos  fi  =  0 ,  cos  v  =  0 . 

Les  équations  analogues  déduites  des  autres  équa¬ 
tions  par  permutation  des  lettres  donneront 

du’  dvr  ~  dw’  du ' ^ 

dyf  dx'  ’  dx’  dz- 

Il  faut  donc  qu’on  ait,  si  les  intégrales  relatives  à 
la  surface  doivent  s’évanouir  pour  un  élément  perpen¬ 
diculaire  à  l’axe  des  æ,  précisément  les  memes  conditions 
que  celles  que  donne  la  théorie  de  la  lumière,  et,  comme 
on  peut  choisir  la  direction  des  axes  arbitrairement,  il 
faut  que  les  conditions  soient  identiques  pour  tous  les 
éléments  de  la  surface  du  corps. 

Si  l’on  admet  ces  conditions  pour  la  surface  de  sé¬ 
paration,  les  intégrales  relatives  à  cette  surface  s’éva¬ 
nouiront,  et  le  calcul  indiqué  donnera  alors 

ô  fda  df3\  ô  (dy  da\  1  d2  a  .  16 nhôa 

dy  \dy  dx)  dz  \dx  dz  )  a2  dt2  '  a2  ôt  * 

Si  l’on  pose,  comme  nous  l’avons  fait  ci-dessus, 

ea.8i.Br  _ 

dx  '  dy'  dz  2  dt  ’ 

et  que  de  plus,  dans  le  second  membre  de  l’équation, 
on  pose 

1  d2a  .  ,  A 


l’équation  peut  être  écrite  sous  la  forme 


.1  d2ÿ 
2  dxdt 


&7TU  -f- 


16  Ttk  da 


à 2  dt  * 


m 


D’une  manière  analogue  les  deux  mûres  équation*  (  H) 
donneront 


1  è2JJ 

2  fii/  fit 


4  tcp 


1  im 

2  fizfit 


4ynr 


1  b  rck  0/3 

ai  7j7» 

H>ttA*  f'y 
ua  /¥ 


En  éliminant  îï  entre  les  (Unix  dernières  équations, 
on  obtiendra 


fir>  _fiw  Mc  fi  ffifi  fj  \ 

fi?  f/f  a1  fit  [fi?  %/ 


ét(uation  qui  est  identique  à  la  [manière  équation  (D), 
Los  deux  autres  équations  peuvent  être  formées  d'une 
manière  analogue. 

Si  au  moyen  de  (tes  équations  Ton  élimine  les  quan¬ 


tités 


fip 


OP 


des  é({uations  (li K 


fiir  ftr  fin  fin 

fi?  (i//  1  fix  fi?  1  fij/  ox 

la  première  tlo  (ndltns-ci  donnera,  a[)rès  intégration  par 
rapport  à  t , 


*  NOTK  ir». 


fi  /fia  è'/?\  fi  /èy  fia\ 
fi//  [fii/  >*;/  fi?  \ fix "fi?) 


1  fin 

Mc  fii 


\ku  ,* 


<[ui  est  identique  à  la  première  équation  (H),  e[  et  si  Pou 
substitue  ici  à  la  place'  du  dernier  terme,  on  vertu  de  (a), 


—  Ann 


i  ir 


uÀ  dp  1 


% 


en  introduisant  la  fonction  désignée  par  JJ,  on  obtiendra* 
après  avoir  de  nouveau  intégré  par  rapport  a  /, 


u 
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.  •  c 

En  faisant  a  =  nous  retomberons  ainsi  sur  la 

V  2 

première  équation  (A) ,  et  les  deux  autres  peuvent  être 
déduilos  d’une  manière  analogue.  On  a  omis  les  con¬ 
stantes  qu’il  faudrait  ajouter  à  cause  des  deux  intégra¬ 
tions  par  rapport  à  t,  car  on  voit  aisément  que  de  telles 
constantes  seraient  ici  sans  conséquence*  *  xote  ic>. 

Ces  résultats  fournissent  une  nouvelle  démonstration 
du  théorème  de  l’identité  des  vibrations  lumineuses  et 
des  courants  électriques,  car  nous  voyons  que  non  seule¬ 
ment  on  peut  déduire  les  lois  de  la  lumière  de  celles 
des  courants  électriques ,  mais  qu’on  peut  aussi  suivre 
la  voie  inverse,  si  l’on  ajoute  seulement  les  conditions 
aux  limites  qu’exige  la  théorie  de  la  lumière. 

On  peut  donc  déterminer  par  le  calcul  seul  l’ ac¬ 
tion  inductrice  de  l’électricité  libre,  définie  par  les 
équations  (ï2)  de  Kirchhoff,  et  celle  des  courants  élec¬ 
triques,  on  s’appuyant  seulement  sur  les  faits  tirés  de 
l’optique  qui  sont  nécessaires  pour  établir  les  lois  de  la 
lumière,  A,  on  ajoutant  aux  équations  différentielles  rela- 
li vos  aux  composantes  de  la  lumière  un  terme  unique, 
qui  disparaît  pour  les  corps  parfaitement  transparents, 
mais  qui  pour  les  bons  conducteurs  de  Télectricité  exprime 
une  absorption  de  la  lumière. 

Sans  vouloir  approfondir  ici  les  conséquences  des 
résu  1  hits  qui  précèdent,  résultats  qui  nous  font  faire 
un  pas  en  avant  dans  la  réalisation  de  l’idée  de  l’unité 
des  forces  physiques  et  ouvrent  un  nouveau  champ  aux 
recherches,  je  me  bornerai,  en  terminant,  à  appeler  l’atten¬ 
tion  sur  les  conclusions  que  nous  pouvons  émettre  avec 
quelque  probabilité  sur  le  mode  d’action  de  l’électricité 
et  sur  les  points  de  vue  auxquels  nous  pouvons  nous 

13 
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placer  vis-à-vis  des  hypothèses  physiques  relatives  à  la 
lumière. 

Si  l’on  cherchait  à  développer  les  lois  des  courants 
électriques  de  manière  qu’elles  fussent  valables  non 
seulement  pour  des  corps  homogènes  à  conductibilité 
constante,  mais  aussi  pour  un  corps  hétérogène  quel¬ 
conque,  il  paraît  vraisemblable  qu’on  pourrait  le  faire  en 
partant  des  équations  différentielles  (5),  si  Ton  suppose 
que  les  quantités  a  et  k  soient  variables.  Gela  serait 
d’accord  avec  les  équàtions  générales  admissibles  dans 
la  théorie  de  la  lumière  pour  des  milieux  hétérogènes  ;  de 
plus  ces  équations  différentielles  impliqueraient  les  con¬ 
ditions  qui  doivent  être  remplies  aux  limites  des  corps 
homogènes,  et  l’on  pourrait  déduire  ces  conditions  des 
équations  différentielles  elles-mêmes.  Mais  avec  un  tel 
point  de  départ,  il  serait  impossible  d’obtenir  pour  des 
corps  hétérogènes  des  équations  simples  analogues  à  (A). 
Il  serait  alors  nécessaire  de  considérer  le  système  des 
équations  (^L)  comme  un  cas  spécial,  admissible  seule¬ 
ment  pour  les  corps  homogènes,  tandis  que  dans  le  cas 
général  il  faudrait  partir  des  équations  différentielles, 
dont  on  pourrait  seulement  déduire  l’explication  physique. 
De  là  on  pourrait  tirer  une  conclusion  importante  pour 
la  théorie  de  l’électricité  et  qui  déjà  est  indiquée  par 
la  circonstance  que  l’action  du  courant  électrique  met 
un  certain  temps  à  se  propager,  à  savoir  que  c’est  seule¬ 
ment  en  apparence  que  les  forces  électriques  agissent 
à  distance ,  comme  .cela  résulterait  des  équations  {A)  si 
elles  étaient  considérées  comme  fondamentales,  et  que 
toute  action  de  l’électricité  et  des  courants  électriques 
ne  dépend  en  réalité  que  de  l’état  électrique  des  éléments 
immédiatement  ambiants,  comme  l’indiquent  les  équations 


différentielles  (B).  Celte  hypothèse  a,  comme  on  sait, 
déjà,  élé  proposée  par  Ampère  et  défendue  par  plusieurs 
savants,  en  particulier  par  Faraday. 

On  admet  généralement  que  la  lumière  est  un  mouve¬ 
ment  oscillatoire  des  molécules  do  l’éther.  S’il  en  était 
ainsi,  le  courant  électrique  devrait  aussi  être  un  mouve¬ 
ment  do  l’éther  dirigé  dans  le  sens  du  courant  (positif 
ou  négatif).  Mais  il  est  impossible  que  les  mêmes  équa¬ 
tions  qu’établit  la  théorie  pour  de  très  petits  écarts  par 
rapport  à  la  position  d’équilibre  puissent  s’appliquer  en¬ 
core  à  des  écarts  quelconques.  Or  les  développements 
qui  précèdent  montrent  précisément  que  les  mêmes  équa- 
lious  doivent  être  valables  dans  les  deux  cas.  La  lumière 
no  peut  donc  pas  consister  en  vibrations  de  l’espèce  ad¬ 
mise  jusqu’ici,  et.  celte  dernière  conséquence  de  la  théorie 
do  l’éther  la  rend  insoutenable. 

Mais  il  y  a  une  autre  manière  do  concevoir  les 
vibrations  de  la  lumière,  que  j’ai  déjà  exposée  précédem¬ 
ment  (Ann.  de  Pogg.,  L  1  18,  p.  1  13;  p.  81)  de  cette  édition), 
et  à  laquelle  les  résultats  de  ce  travail  donnent  mainte¬ 
nant  une  plus  grande  vraisemblance.  En  effet,  si  nous 
supposons  que  la  lumière  est  produite  par  des  vibrations 
rotatoires  dans  l’inlérieur  dos  corps,  autour  d’axes  ayant 
la  meme  direction  que  celle  que,  d’après  la  théorie  de 
l’élasticité,  nous  considérons  comme  le  sens  des  vibra¬ 
tions,  le  courant  électrique  ne  sera  plus  un  mouvement 
de  translation,  mais  un  mouvement  rotatoire  dirigé  dans 
un  seul  sens,  et  la  direction  de  l’axe  de  rotation  sera 
(teille  du  courant.  Celte  relation  n’est  continue  que  dans 
les  corps  bons  conducteurs  de  l’électricité,  et  le  mouve¬ 
ment  s’y  propage1  dans  la  direction  de  l’axe,  tandis  que 
dans  les  corps  mauvais  conducteurs  il  est  périodique  et 


196 


se  propage  par  induction  dans  un  sens  perpendiculaire1 
à  l’axe  de  relation.  Avec  cetle  théorie,  il  n’y  a  plus  de 
raison  de  maintenir  l’hypothèse  d’un  éther,  puisqu'on 
peut  très  bien  admettre  que  l’espace  renferme  assez  rte 
matière  pondérable  pour  (pie  le  mouvement  puisse  s’y 
propager. 

11  est  possible  que  l'hypothèse  que  nous  vouons 
d’exposer  sur  la  nature  de  la  lumière  et  des  courants 
électriques  prenne  une  autre  forme  à  mesure  que  la 
science  fora  de  nouveaux  progrès,  mais  le  résultat  auquel 
nous  ont  conduit  nos  recherches,  savoir  que  les  vibra- 
/ Ions  t le  la  lumière  sont  des  courants  électriques,  ne  repose 
sur  aucune  hypothèse  physique  et  en  est  par  conséquent 
tout  à  fait  indépendante. 


NOTES. 


NOTE  I.  Une*  critique  du  mémoire*  se*  trouve*  dans 
lus  JAatscIiritte*  dor  IMiysik",  I.  ïid,  p.  107. 

NOTE  2,  Pour  comprendre  les  nolaiions  employées 
dans  ce*  mémoire*,  on  doit  remarquer  < | u'<d  1< ks  sont  ('(‘Iles 
dik  WeduT.  La  vaLkur  dtk  l'intensité  d'un  courant  nVst 
d'apres  \Vcl)(kr  (pu?  la  moi  tic  de  colle  que  lui  attribue 
Maxwell  (voir  Maxwell  :  Electricity  and  mapmtism,  g^U); 
chez  Weber,  v  d(;sip'ii<*  la  vitckssc*  avec  lat { i udh*  un  élé¬ 
ment,  c  ( IT'dc k<‘l riril t;  doit  stk  rapprocli(ki*  d'un  autre*  pour 
epéil  nVx<krem  aucune*  répulsion  sur  cet  élément  r\  celle* 
impulsion  (‘tant  déterminée  par  la  forinule* 


'■''Il  :  1  é>//V.  i,lr 
r*  l  1  «3r  (fl*  W 


oïl  r  e*st  la  distance  des  doux  e;|e;uieuts  et  /  le  temps. 
Mais  si  a  est.  h*  nombre*  d'unités  électrostatiques  d'élec¬ 
tricité  contenu  dans  une*  unité  éleclrodynanihpie,  ou  doit 
avoir  c  ^  .  uV La  (‘onduclibilité  k  a  unck  valeur  cpti 
n’e*sl  (lue*  le*  ejiiart  de*  e*<*lle*  qu'on  appe*llc*  ordiuairekme*nt 
la  conductibilité. 

I)(k  plus  on  doit  iviiimqiKT  epu*  toute*s  les  quantités 
sont  donnée*s  i*n  unités  e;le*etrostalie|ueks.  (Voir:  Klectro- 
dynamische*  Maassbestinnuuutfen.  Abh.  Leilmize*ns  («es. 
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Leipzig  1846.  Maxwell:  Electricity  and  magnétisai, 

§§  846-860.) 

En  ce  qui  concerne  l’expression  ~~  et  les  ex- 

c~  dt 

pressions  analogues  relatives  à  l’action  inductrice  des 
courants,  Kirchhoff  ne  dit  rien  (Pogg.  Ann.,  t.  102)  de  la 
manière  dont  il  déduit  ses  équations,  mais  leur  forme 
fait  voir  assez  clairement  qu’il  les  conclut  par  induction 
de  celles  de  Weber  pour  des  courants  linéaires  (voir 
Maxwell  :  Electricity  and  magnetism,  §  860,  formule  30) 
en  supposant  que  les  conducteurs  sont  en  repos. 

Or  on  reconnaît  qu’on  serait  également  d’accord 
avec  les  formules  de  Weber  en  posant 

-)  (?/—;'/) 
a  J 

a  J  v 

NOTE  3.  La  seconde  équation  suppose  que  le  corps 
considéré  est  entouré  de  corps  non  conducteurs. 

NOTE  4.  Weber  a  trouvé  c  =  439450  kilomètres 
ou  59320  milles  géographiques  (^  de  degré  équat.);  mais 
1  mille  =  7420.4  mètres,  et  par  conséquent  439450  kilom. 
=  59222  milles  et  non  59320.  (Voir  Weber  et  Ivohl- 
rauscli  :  Electrodynamische  Maassbestimmungen.  Abh.  der 
sikhs.  Gesellsch.  d.  Wiss.  III.  Leipzig  1857,  p.  264.) 

NOTE  5.  Lorenz  pourrait  tout  aussi  bien  se  servir 
comme  point  de  départ  des  équations  (A)  que  des  équa¬ 
tions  (1).  Car  les  équations  ( A )  découleraient  des  équa¬ 
tions  de  Neumann  relatives  à  l’induction,  de  même  que 
les  équations  (1)  dérivent  de  celles  de  Weber,  si  l’on 


11  =  w  X  S  (x~~x'ï  u’(*~â)  ix—x')  +  v'  {*- 
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supposait  toutefois  que  etc.,  sont  les  valeurs  des  com¬ 
posantes  du  courant  au  point  (af,  y\  z')  au  moment  où 
se  produit  l’influence  au  point  (x,  y,  z). 

Les  équations  de  Lorenz  ne  seraient  alors  qu’une 
modification  de  celles  de  Neumann,  si  l’on  supposait  que 
la  force  inductrice  met  un  certain  temps  pour  se  pro¬ 
pager  d’un  point  à  un  autre. 

Du  reste  les  équations  de  Neumann  et  celles  de 
Weber  relatives  à  un  courant  linéaire  sont  identiques, 
si  l'on  ne  tient  compte  que  des  courants  fermés. 


NOTE  6.  On  voit  presque  immédiatement  l'exacti¬ 
tude  du  théorème,  car  on  aura 


4  ,M>- 


<r 


et  par  suite» 


1  t? 

a 2  oe 


t  t 


r 

a  ’ 


»,  y , 


,  », 


Jt)  —  dx'dt/dz'  ; 
-  r 


mais,  d’après  un  théorème  bien  connu,  cette  intégrale 
est  nulle  si  le  point  (œ\  y\  z')  ne  se  trouve  pas  entre 
les  limites  de  l’intégrale,  et  égalé  a  - — 4 nepit,  x,  y,  z)  dans 
le  cas  contraire. 

ds 

NOTE  7.  Los  équations  (G)  entraînent  ^  =  0,  et 
ce  qui  suit  montre  que  Lorenz  suppose  s  =  0. 


NOTE  H  -  —  41945  milles  si  c  =  59320  milles, 

V  52 

ot  310738  kilom.  si  c  ==  439450  kilom. 

C2 
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NOTE  9.  Dans  l’équation 


les  différentiations  doivent  être  exécutées  comme  si 
dx 

y  était  une  constante. 

Par  conséquent  on  aura 

8  =  d  4-  d_  àr 

dx7  '  dx’^~"dr‘dx'' 

Mais  dans  l’expression  en  question  la  quantité  .<•  neutre 
que  dans  r,  et  par  conséquent,  comme  r  - -■-■■■■  (.r-  .r')' 
-h  ()/ — ?/T-(-  (s -  -  z']\  on  aura 


8  y  _  dr  8  dr  8 

dx'  ~~8x'  ôr'  cx'  ““  ~~8x' 

et  par  suite 

8  d_  8  S  __  8_  8 

8.c  dx'  8x'  dx'  8x'  dx' 

En  introduisant  cette  expression  de-”  et  les  exprès- 

ox 

*  dû 

sinus  analogues  dans  l’expression  de ,  on  obtiendra 


dji 

dt 


+k“1!— i)+ô/(‘--',)  i  L1  T 

'(t- •^cos^  +  î;'^-^)cos^  + <r'(it  '’j  eus  v 


et  en  intégrant  par  parties,  et  remarquant  que  cos  A, 
cos n ,  cos  v  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  n 
la  surtace  de  séparation,  la  direction  positive  de  la  nor¬ 
male  étant  tournée  vers  l’intérieur  du  corps,  on  trouvera 
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■!'  n'(t— r 
*  0x  \  a 


I,  1 


*(i>u  i  w  i  M 
“U,.  'o1//  1  )b,r 

NOTIO  10.  On  aura,  on  vérin  dos  ôqualions  (7), 

3  F«l 

et,  si  k  (vs(  "rand  en  comparaison  tlo  up,  approximative¬ 
ment. 


et  par  suite 


pic 

M  “"«wF 


tirJca>  pu1  tfh, 
h 


Si  la  dunV  d’une  oscillation  osl  7\  on  aura.  T 
(k(,  comme.1  /  ^  Tm , 


peu 


X  ' 


On  doit  pourtant  nnimrqiK'r  que  h  p  (approxima¬ 
tivement)  entraîne  approximativement  m  O. 

NOTK  H.  La  conductibilité  du  cuivre*  étant  97^00 
(voir  Weber  et  Ivohlrausch:  tëleklrndynamische  Maass- 
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bestimmungen.  Abh.  d.  sachs.  Gesellseh.  d.  Wissensch. 
III,  p.  274),  on  aura 


1 


274100  8 


283417  a. 


Du  reste  le  calcul  est  dépourvu  d'intérêt,  car  bien  que 

2  T  .  I 

Lorenz  dise  que  -y  a  est  petit  en  comparaison  iufc 

283417a,  on  ne  sait  pourtant  s’il  en  est  ainsi ,  la  lon¬ 
gueur  d’onde  dans  le  cuivre  étant  inconnue.  Si  en  oflW 
l’on  a  approximativement  h  =  p,  co  est  nécessairement 
petit  en  comparaison  de  a,  et  par  conséquent  ^ 
très  petit,  si  la  durée  d’une  oscillation  est  la  même  clans 
l’air  et  dans  le  cuivre. 

NOTE  12.  Le  raisonnement  do  Lorenz  montre  qifil 
ne  peut  pas  se  développer  d’électricité  libre  dans  un 
corps  où  le  mouvement  de  l’électricité  est  périodique, 
mais  autrement  il  est  bien  possible  que  la  quantité  dYdee- 
tricité  libre  dans  le  corps  ne  soit  pas  milice 

Voir  Kirchhoff:  Uebor  die  Bewegung  der  Elektrieilüt 
in  Leitcrn  (Pogg.  Ann.,  t.  102,  p.  532). 

NOTE  13.  Gela  veut  dire  qu’on  reconnaîtra  que  les 
équations  ( A )  ne  peuvent  être  déduites  dos  équations  {H) 
que  si  l’on  ajoute  des  conditions  aux  surfaces  de  sépara¬ 
tion  identiques  à  celles  qu’on  trouvera  dans  Pogg.  Ann., 
t.  118,  p.  126,  cette  édition  p.  104,  '  pourvu  que  le  corps 
considéré  soit  en touié  d’un  milieu  absolument  non  con¬ 
ducteur. 


NOTE  14.  On  trouvera  comme  précédemment  (noie  <.l) 

d  d  Ô 
ôlf'  '  dÿ*  h  ~djj 


o t  par  conséquent 


(T 


<>ir 


dyn 


f 


8 2 

di/~  ’ 


Ou  aura  donc 


iT  ( hv'difd /  o 


r 


*  MJ  / 

•  ' 

<);/  \  a  I 


Si  nous  appelons  P  celle  expression ,  on  obtiendra, 
en  intégrant  le  premier  lernie  par  parties, 


v  \  fl//d//'  "  V  a  )  1  fl//"  \  <( 1 J 

v  m 

J  r  et/  \  a! 

t^wvw,y(./',f  »'(/■■'')  i  1  ,»'[/  '■)) 

J  '  m//  dij  \  <(  /  r  et/  \  a  1 

,‘jCCC^  (lÿ{^  *  //'// 

l  r/.s*  en*  fi  (]  ,  /  ^  r  \  }  ,VJ  /*  e//  *  tf  ‘ 

J  c  fl// \  n  /  '  A// 


Par  suite  on  aura 

lV,s*'  cos  u  /  (]  ,/.  ; 


^  f  ';,s/,(4-"'('  :>) 

,,rr„.(,  ;;), .(f-f :>) 


fl//" 


(ê  t  fuV  rose  ,  /  ,  **  \ 

W/ros,,  J  r\  "3  r  "\  J 

J  >*  e//  \  «  1  (!i 


"(r  r* i'  :;D 


fl//a 


NOTK  15.  On  supposa  ici  (doux  fui*)  que  la  r«»te 
slante  arbitraire  introduite  par  l'intégration  ed  nulle 
(Voir  la  remarque  laito  plus  bas  dans  la  texte.) 


NOTK  10.  11  sera  naturel  de  faire  ici,  h  la  fin  *tt 
développement  mathématique  de  la  théorie  eleetne 
magnétique  de  la  lumière  de  Lorenz,  une  comparuHut 
de  cette  théorie  avec  celle  de  Maxwell,  en  premier  1  jet 
parce  que  celle  comparaison  n'a  pas  (dé  faite*  juMjtdte 
(‘l  en  second  lieu  parce*  qu’on  n'a  pas  renianpu*  la  difïe* 
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ronce'  dos  deux  théories,  mais  qu’on  a  jusqu’à  présent 
supposé  qu’elles  étaient  identiques  au  fond. 

Maxwell  s’exprime  ainsi  sur  la  théorie  de  Lorenz 
dans  le  tome  II  de  son  „Treatise  on  electrieity  and 
nelisnff  (3°  édi l ion,  p.  449)  : 

„I)ans  un  mémoire  publié  dans  les  Annales  de  Pog- 
gendorf,  juillet  1867,  p.  243— 263,  M.  Lorenz  a,  en  ajoutant 
(juelques  te'rnies  insignifiants  par  rapport  aux  expérienees, 
déduit  des  équations  do  Kirehhoff  un  nouveau  système' 
d’équatiems  redatives  aux  courants  éloc.lriques  (Pogg.  Ann., 
I.  .102,  1857).  Gus  nouvelles  équations  expriment  que  la 
dislribufion  dos  forces  dans  le  champ  électromagnétique 
pei 1 1  être  regardée  comme  une  conséquence  de  l’influence 
mutuelle  des  éléments  voisins,  et  que  des  ondulations, 
composées  de  courants  électriques  transversaux,  peuvent 
se  propager  dans  les  corps  non  conducteurs  avec  une 
vitesse  comparable  à  celle  de  la  lumière.  11  regarde 
pour  celle  raison  la.  perturbation  qui  constitue  la  lumière 
comme  identique  avec  ces  courants  électriques,  et,  il 
montre1  que'  It's  corps  conducteurs  doivent  être  opaques 
pour  do  leds  rayommmenls. 

( les  conclusions  ressemblent  à  eudles  (fui  sont  exposées 
dans  ce  chapitre',  epioiqu’elles  soient  déduites  d’une 
manière  tout  à  fait  différente.  La  théorie  epie  j’ai  dé¬ 
veloppée'  élans  etc  chapitre  a  été  publiées  pour  la  première 
fois  élans  les  Pliil.  Trans.  1865,  p.  459—512“. 

Ge  passage  fait  voir,  ce  me  semble,  epie  Maxwell 
est  d’avis  epie  la  différences  entre*  sa  théorie  et  celle  de 
Loremz  porte  sur  la  forum  et  non  sur  le  fond,  lundis  epie', 
comme'  je  démontre'rai  dans  ce  epii  suit,  <*’ost  prociso- 
ment  h'  (duel  epii  diffère. 

Maxwedl  ed  Lorenz  ont  eléveloppé  leurs  théories, 
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dont  les  résultats  sont  essentiellement  identiques,  indepeti- 
dam  ment  P  un  de  l’autre.  La  théorie  de  Maxwell,  eom- 
muniquée  à  la  Royal  Society  dans  la  séance  du  S  dé¬ 
cembre  1864  sons  le  titre  „A  dynainieal  thoory  of  Dm 
electromagnetic  field“,  a  été  publiée  à  peu  près  deux  ans 
avant  celle  de  Lorenz,  qui  a  été  communiquée  d  la 
Société  royale  des  sciences  de  Copenhague  dans  la  séance 
du  25  janvier  1867. 

On  sait  qu’un  courant  électrique  peut  induire  dans 
un  corps  un  nouveau  courant,  et  que  ce  nouveau  cou¬ 
rant  ne  dépend  pas  de  la  valeur  absolue  du  courant 
primitif,  mais  de  la  variation  de  ce  courant.  Les  doux 
théories  dépendent  en  réalité  des  lois  dos  courants  induits, 
mais  ces  lois  sont  interprétées  dans  l’une  et  dans  l'autre 
d’une  manière  différente. 

Nous  examinerons  d’abord  comment.  Maxwell  inter¬ 
prète  ces  lois  et  le  fondement  de  la  théorie  électro¬ 
magnétique  de  la  lumière  qu’il  en  déduit. 

Le  trait  fondamental  de  sa  théorie  est  la  différence 
des  actions  qu’une  force  électromolrice  exerce  sur  un 
corps  conducteur  et,  sur  un  corps  non  conducteur  («ni 
plutôt  un  diélectrique).  Dans  un  corps  conducteur  une 
force  électromolrice  produira  un  certain  courant  élec¬ 
trique,  c’est-à-dire  que ,  si  la  force  électromotrice  ne 
varie  pas,  la  mémo  quantité  d’électricité  passera  dans 
chaque  unité  de  temps  par  une  tranche  quelconque  du 
corps.  Un  tel  courant  se  nomme  courant  de  conduction. 

Dans  un  corps  non  conducteur  (un  diélectrique),  une 
force  électromotrice  constante  produira  au  contraire  un 
déplacement  de  l’électricité,  c’est-à-dire  qu’au  moment 
où  cette  force  électromotrice  commence1  d’agir  sur  le 
corps,  l'électricité  passera  instantanément  d’une  position 


d’équilibre  à  une  nuire.  De  plus  le  déplacement  est  pro¬ 
portionnel  à  l’intensité  de  la  force  électromotrice. 

Par  conséquent  un  courant  électrique  ne  se  pro¬ 
duira  dans  un  tel  corps  que  si  rintensité  do  la  force 
éleclromotrice  varie ,  et  l’intensité  du  couranl  dépendra 
de  la  vitesse  de  la  variation  de  la  foire  éleclromotrice 
et  de  la  nature  du  corps.  IJn  lcd  courant  se  nomme 
(murant  de  déplacement. 

En  général ,  les  corps  ne  sont  ni  parfaitement  con¬ 
ducteurs  ni  parfaitement  diélectriques.  Le  courant  réel 

0 

dans  un  corps  est  par  conséquent  composé  d’un  courant 
de  conduction  et  d’un  courant  de  déplacement. 

Lorenz,  au  contraire,  ne  fait  pas  celle  distinction 
entre  l’intluonco  d'une  force  éleclromotrice  sur  les  corps 
conducteurs  et  sur  les  corps  non  conducteurs.  Los  diélec¬ 
triques  no  sont,  d’après  lui,  que  des  corps  mauvais  con¬ 
ducteurs. 

Mais  les  résultats  des  (Unix  savants  (‘tant  les  memes, 
cela  provient  d'une  seconde  différence  fondamentale 
entre  leurs  théories. 

Maxwell  ne  tient  pas  compte  du  temps  nécessaire 
pour  que  l'action  inductrice  d’un  courant  électrique 
puisse  se  propager  d’un  point  de  l’espace  à  un  autre, 
tandis  que  Lorenz  tient  compte  de  ce  temps,  (l’est  ce 
qu’on  reconnaît  en  considérant  l’expression  de  Maxwell 
relative  à  l’intensité  électromol riee  on  un  point  Çv,  y,  z) 
(Eleclricity  and  magnétisai,  t.  II,  §598  et  §  (>!(>);  car  il 
pose,  P  étant  la  composante  de  cette  intensité  parallèle 
à  l’axe  des  æ  (en  négligeant  quelques  quantités  qui 
n’influent  pas  sur  la  forme  définitive  de  l’équation,  et 
en  supposant  que  le  corps  parcouru  par  les  courants 
électriques  est  en  repos) 


où  u  et  r  ont  la  même  siVnifiralioii  «pi»  ‘*:,n  ^  ll|s** 
moire  de  Lorenz  ot  où  n  est  une  rondaeP  du  1  «m-danle 
de  perméabilité). 

Lorenz  pose  eonmie  Max \vt dt 


•mais 

mv('  r) 

F  \\\  '  "  ; 

,w 


(ai  supposant  que  Partion  il  u  Int!  ?  i<  «  *  m»  1  no  ««iLiiïi 
temps  ^  à  se  propager  du  point  pi\  /\  a  (r,  v, 
ou  qnVIle  se  promue/**  a\er  la  vitesse  ii. 

Après  avoir  développe  tes  e\|»re.  inir-  d«*  î"iiJ*ira!»j 
électromotriee,  ou  peut  facilement  tlettniie  le  équation* 
différentielles  cpii  expriment  les  |oN  des  courant-  mdmK 
Dans  h*  cas  où  le  corps  nV4  ni  pu  J  KiîleUieiJ  ein. 
docteur  ni  parfaitement  diélectrique,  Maxu ell  p*r,r 


H 


CP 


K  H* 
4vt  N 


K  *  F 

o; 


où  C  et  K  sont,  des  coudantes.  (  ‘  esf  la  m  mlm*  ! 

K  la  constante1  de  diéleeltieité,  qui  cd  tm*  *»  t  e '  4  us p% 
est  un  conducteur  parfait,  dette  équation  *  \|  u\  m  que 
le  courant  total  se  compose  dùin  routant  *b  <  <oiuo*  tmit 
ci,  d’un  courant  de*  déplacement.  Mai*  en  wu  tu  o®-  lia» 
pression  de  h\  on  aura 


Pour  l’air,  n  est.,  dans  h-  système  èleclnishitiqiic,  égal 
a  ayant  la  même  valeur  que  dans  In  mémoire  do 
nz,  et  K  est  égal  a  1. 

La  valeur  de  C  osl,  d’après  Maxwell,  \-k,  comme  je 
lit  dans  la  note  ± 

Lorenz  suppose  au  contraire  (en  négligoani  des 
tités  qui  n’ont  pas  d’influence  sur  le  résullal) 

WPF 


les  équations  (,!)),  cl  en  appli(pmnl  l'opération 

1  o2 

L  JL  aux  doux  membres  do  rc^cjuat iont  on  obtiendra 
cr  dt 

1  <ht  \i\jtlclhi 

J~U  a*  Ht*  a3  Mm 


On  voit  donc  ( juo  pour  Pair  les  (‘([nations  do  Max- 
et  de  Lorenz  sont  identiques.  Lorenz  ne  tient  pas 
>te  de  la  perméabilité  et  de  la  constante  de  diélec- 
é,  mais  il  est  évident,  ([tétai  supposant  que  la  vitesse 
iropagation  de  l'action  indttctrice  diflére  dans  les 
*ents  corps,  on  pourrait  obtenir  une  concordance 
>lète  entre  l’équation  de  Lorenz  et  celle  de  Maxwell. 
Comme  résultat  de  ces  recherches  on  reconnaît,  que 
ases  des  théories  électromagnétiques  de  la  lumière 
-orenz  et  de  Maxwell  diffèrent  tout  h  fait  et  que 
othèse  de  Maxwell  relative  ù  lu  différence  d’action 
î  force  éleetromotrice  sur  un  corps  conducteur  et 
m  diélectrique  n’est  pas  nécessaire  pour  le  développe- 
d’une  théorie  électromagnétique  de  la  lumières  mais 
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qu’elle  peut  être  remplacée  par  la  supposition  qu’il  faut 
un  certain  temps  à  la  propagation  d’une  action  induc¬ 
trice  d’un  point  à  un  autre. 

On  voit  que  l’exposition  des  théories  de  Maxwell  et 
de  Lorenz  présentée  dans  cette  note  diffère  considérable¬ 
ment  des  développements  de  l’un  et  de  l’autre  savant.  Si 
nons  l’avons  adoptée  ici,  c’est  qu’elle  nous  a  paru  la  plus 
propre  à  faire  ressortir  la  différence  des  deux  théories. 


REOHERUHES  EXPERIMENTALES  ET  THEORIQUES 
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LES  INDICES  DE  REFRACTION. 
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RECHERCHES  EXPÉRIMENTALES  ET  THEORIQUES 
SUR  LES  INDICES  DE  RÉFRACTION.* 

VIDKNSK.  S  K  LS  K.  SK1L,  T.  VU  I  (5).  COPKNIlAlUIK  1809. 

Par  une  série  d'expériences  dont  les  présentes  for¬ 
mée  l  la  première  j>arti(%  actuellement  achevée,  j’ai  avant 
(oui  (‘U  en  vue  de  rechercher  la  constitution  moléculaire 
dos  corps  (Mi  étudiant  leurs  propriétés  optiques  et  eu 
particulier  leurs  réfraction  et  leur  dispersion.  J’ai  cherché 
à  atteindre  mon  but  aussi  bien  par  la  voie  de  l’expérience 
que  par  celle  do  la  théorie. 

Un  co  qui  concerne  les  indices  de  réfraction,  le  nombre 
dos  expériences  qu’on  peut  utiliser  est  déjà  très  considé¬ 
rable,  et  ce  nombre  s’est  en  particulier  dans  les  dernières 
années  augmenté  par  beaucoup  de  contributions  impor¬ 
tantes  duos  à  d’habiles  observateurs.  On  reconnaît  pour¬ 
tant  bientôt  que  les  petites  quantités  dont  dépend  essen¬ 
tiellement  la  théorie  n’ont  pas  été  déterminées  avec  une 
précision  assez  grande1,  en  partie  parce  qu’on  n’a  pas 
suffisamment  tenu  compte  de  l’influence  considérable  de 
la  dispersion  sur  les  résultats,  en  partie  parce  qu’on  ne 
pouf  obtenir  la  précision  nécessaire  pour  le  développe¬ 
ment  de  la  théorie  que  par  la  combinaison  de  deux 
méthodes,  celle  du  prisme ,  dont  on  se  sert  en  général 
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pour  déterminer  lus  indices  de  réfraction,  cl  colle  dos 
interférences,  qui  est  beaucoup  plus  exacte. 

(Test  pourquoi  j'ai  cherché  à  déterminer  l'influence 
de  la  dispersion  avec  plus  do  soin  qu’on  n’a  jusqu'ici 
ju^é  nécessaire  d'on  apporter,  et  en  même  temps  j'ai 
fait  une  série"  d'expériences  où  j’ai  appliqué  la  dernière 
méthode  pour  déterminer  les  variations  do  l'indice  de 
réfraction  de  l'eau  aux  différentes  températures. 

Mais  s’il  faut  regretter  le  défaut  d'expériences,  un  a 
encore  davantage  à  regretter  l'absence  d'une  théorie 
susceptible  do  montrer  la  relation  entre  l'indice  de  ré¬ 
fraction  dos  corps  et  haïr  état  moléculaire;  car  le  pre¬ 
mier  essai  de  théorie  fait  en  ce  Retire  par  Laplaee  ayant 
perdu  son  importance  en  mémo  temps  que  la  théorie  de 
l'émission,  on  a  du  depuis  se  contenter  d'exposer  et 
d'examiner  dos  formules  tout  a  fait  empiriques,  parmi 
lesquelles  1)  r  -  .  cotisé  et  (h  ~  1)  e  -  const.,  où  h 

est  l'indice  de  réfraction  et  r  le  volume,  ont  conserve 
quelque  valeur  et  tint'  certaine  admissibilité. 

Dans  un  mémoire  précédent  sur  la  théorie  de  la 
lumière1  (Pojjtf.Ann.,  t.  131  ;  cinquième  mémoire4  de  cette 
édition)  j'ai  déjà  cherché  à  développer  uni1  théorie  ap¬ 
proximative  do  l'indice  de  réfraction  ;  mais  c'est  .petite- 
mont  dans  le  présent  mémoire  que  j'ai  réussi  à  surmonter 
tout  à  fait  les  difficultés  (pii  se  présentent  quand  on 
cherche  à  pousser  cette  théorie  jusqu'au  bout  sans  faire 
d'hypothèses  particulières  et  restrictives  sur  l'état  molé¬ 
culaire  des  corps.  La  théorie  de  la  dispersion,  qui  nV4 
pas  traitée  dans  ce  mémoire,  sera  l'objet  d'uni4  élude 
séparée. 
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I. 

L’indice  de  réfraction  de  Veau  à  différentes  températures. 

L’indice  de  réfraction  d’an  corps  diminue  en  général 
si  le  corps  se  dilate  en  passant  d’une  température  à  une 
autre.  On  trouve  pourtant  quelques  exceptions  à  cette 
règle,  ce  qu’ont  démontré  en  premier  lieu  Rudberg  et 
plus  tard  Fizeau  pour  le  spath  d’Islande,  le  dernier  aussi 
pour  quelques  espèces  de  verre ,  et  Jamin  pour  l’eau  à 
une  température  comprise  entre  0°  et  4°  G.  Mais  comme 
les  variations  de  la  dispersion  n’ont  pas  été  explorées 
pour  les  premiers  de  ces  corps  (car  Rudberg  dit  seulement 
que  la  dispersion  du  spath  d’Islande  ne  semble  pas  varier 
par  réchauffement),  et  comme  pour  l’eau  non  plus  ces 
variations  n’ont  pas  été  déterminées  avec  la  précision 
exigée  par  de  si  petites  variations  de  volume,  la  question 
n’est  pas  tranchée  jusqu’ici  de  savoir  si  ces  exceptions 
sont  des  phénomènes  de  dispersion  ou  bien  en  réalité  des 
variations  de  la  réfraction,  meme  délivrée  de  la  dispersion. 

Si  n  est  l’indice  de  réfraction  correspondant  à  une 
couleur  déterminée,  dont  la  longueur  d’onde  est  X  dans 
P  espace  dépourvu  de  dispersion ,  nr  et  par  suite  n  peu¬ 
vent  ,  comme  Cauchy  l’a  démontré  le  premier,  être  dé¬ 
veloppés  en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de 
1 

p  .  Par  conséquent,  si  l’on  pose 

,  -  B  ,  G  ,  m 

H  =  A-\-  -j8-  +  +  *  •  •  i  (1) 

où  A ,  B,  CY,  ...  sont  des  constantes  indépendantes  de  la 
longueur  d’onde,  on  peut  regarder  comme  prouvé  par 
l’expérience  que  parmi  ces  constantes  il  y  en  a  au  moins 
quelques-unes  qui  dépendent  non  seulement  de  la  densité 
des  corps,  mais  encore  de  leur  température. 


dli\ 


Ainsi  l'indien  de  réfraction  de  IVatt  n  ed  pa*  le  uteur 
à  0°  <*t  à  mit»  température  de  S  a  U  »  landi-  que  le 
volume*  de*  F<*i  ni  est  pourtant  le  même  a  ce*  deux  tempe 
rat  uns.  Mais  nons  lit1  savons  pu-  d  celte  loi  ed  \  alal*î< 
pour  toutes  les  constantes  ni  on  particulier  d  elle  es 
valable  pour  la  première. 

Soit  A  cette  constante  qui  désigne  l'indice  de  refrar 
lion  correspondant  a  une  longueur  (Fonde  tiiftnîuteii 
grande,  et  ({tu»  nous  appellerons  l'indice  réduit  de  refrar 
tion.  Il  importe  beaucoup  dt*  déterminer  celle  rendant 
avec  précision  pour  les  différents  eorp*- ,  et  avant  ton 
on  doit,  résoudre  h*  problème  important  de  détermine 
par  des  expériences  si  celle  coudante  est  ^eiilnneiit  f*>nr 
tion  du  volume*  spécifique  du  corps. 

Soit  (IA  la  variation  totale  de  FitidtVe  de  rétracté»] 
réduit  produite  par  les  variations  simultanées  Jt  **t  d 
du  volume*  et  de  la  température;  un  aura»  en  dedguan 
par  â  les  différent ia lions  partielles. 
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11  s'agit  à  présent  de*  trancher  par 
(l 'i 

question  de*  savoir  si  *  est  nul  ou  non, 
m 


tV\pi*ricnrt*  1 

I  Fa pré*  les  n 


marques  faites  ei- dessus,  la  quediutt  m*  peut  p;m  etr 
considérée  connue  résolue  par  lis  expériences  faîte 
jusepf ici ,  <*t  il  ne*  serait  pas  légitimé*  d’en  conclure  qn 
c’est  le*  dernie*r  e*as  epii  a  licm  en  réalité,  car  res  expérience 
n’ont  de»  valc»ur  epu*  pour  l'indice  de  réfraction  rompus 
n.  Au  contraire*  les  phénomènes  présenté*  par  le*  gn 
plaident  e»n  faveur  de*  ta  première  supposition ,  car 
semble*  epie*  le*urs  intimes  de*  réfraction  soient  complet 
nient  indépendants  de*  la  température  4  le*  uiimin- 


ne  varient  pas.  Mais  cette  question  lion  plus  ne  peut 
être  considérée  comme  complètement  tranchée  par  les 
expériences  faites  jusqu’à  présent,  et  il  faut  vraisemblable¬ 
ment  pour  résoudre  la  question  un  examen  plus  appro¬ 
fondi  ([lie  celui  qu'on  lui  a  consacré  jusqu’ici. 

Le  corps  qui  après  les  gaz  est  le  plus  propre  à 
donner  une  solution  du  problème  do  Phiflucneo  immé¬ 
diate  de  la.  chaleur  sur  l’indice  réduit  de  réfraction  est 
sans  aucun  doute  Peau,  d’abord  parce  que  sou  volume 
ne  varie  qu’exlrêmement  peu  à  des  températures  peu 
élevées ,  ce  qui  fait  qu’on  peut  mieux  y  observer  Pin- 
fluence  de  la  chaleur  indépendamment  de  la  variation 
du  volume;  ensuite  parce  qu'elle  a  un  maximum  de 
densité  et  (pu4  sa  dilatation  est  on  général  très  irrégu¬ 
lière,  et  que  par  là  elle  fournit  une  occasion  favorable4 
de  rechercher  si  les  memes  irrégularités  ou  les  mémos 
lois  ont  lion  pour  les  variations  de  l’indice  de  réfraction 
entre  h  s  limites  dits  très  petites  variations  du  volume 
aux  températures  pou  élevées.  Ajoutons  à.  cela  que  la 
dilatation  de  Peau  a  été  déterminée  avec  mu4  précision 
extrêmement  grande4,  en  particulier  par  Mathiessen  (Pogg. 
Ann.,  I.  128).  Pour  ces  raisons  il  n’est  pas  étonnant 
que  l’indice  de  réfraction  de  Peau  ait  été  Pobjet  de 
expériences  très  soigneuses  d’un  si  grand  nombre  de 
savants,  expériences  sur  lesquelles  j’insisterai  davantage 
dans  ce  qui  suit. 

Les  expériences  faites  avec  le  prisme  sur  l’indice  de 
réfraction  de  Peau  no  sont  cependant  pas  suffisantes, 
parce  qu'on  ne  peut  de  cette  manière  obtenir  une  préci¬ 
sion  comparable  à  celle  avec  laquelle  on  a  déterminé 
le  volume  de  Peau  à  différentes  températures.  J a, min 
seul,  qui  h4  premier  a  rendu  la  méthode  des  interférences 


pratiquement,  applicable,  s’en  est  servi  dans  ce  but,  mais 
lui  non  plus  n’a.  pas  réussi  à  obtenir  une  grande  préci¬ 
sion,  ce  qu’on  reconnaît  déjà  par  la  forme  do  ses  résul¬ 
tats,  les  variations  do  l’indice  do  réfraction  n’étant  indi¬ 
quées  ([lie  pour  la-  lumière  blanche.  Cependant  il  est 
évident,  comme1  cela  ressort  immédiatement  de  ees  ex¬ 
périences,  que  l'indice  de  réfraction  de  l'eau  pour  ta 
lumière  visible4  n’a  pas  de  maximum  à  4*n. 

La  mélhode  imaginée  par  Jamin  consiste  en  ce  que 
la  lumière  frappe  sous  une  direction  oblique  une  imne 
de  verre  à  faces  parallèles,  ce  (fui  fait  que  chaque  rayon 
do  lumière  est  divisé  eut  (Unix  rayons  parallèles ,  dont 
l’un  est  réfléchi  par  la  face  antérieure  du  miroir,  et  dont 
l’autre  au  contraire  est  réfracté,  puis  réfléchi  pur  la  face 
postérieure,  qui  eu  général  est,  recouverte  d’un  miroir  de 
métal.  ( les  doux  rayons  se  superposent  de  nouveau  en 
frappant  un  autre  miroir  parallèle  au  premier  et  ayant 
la  mena4  épaisseur,  le  premier  rayon  faisant  ici  le-  même 
chemin  que  le  second  a  fait  dans  le  premier  miroir  et 
vira  versa.  Si  l’on  fait  passer  les  doux  rayons  séparé¬ 
ment  par  deux  tubes  situés  côte  à  cote ,  de  meme  lon¬ 
gueur  et  remplis  d’eau,  on  pourra  observer,  en  notant  le 
déplacement  des  franges  d'interférence  produites  par  lu 
réunion  des  rayons,  toute  variation  do  l’indiee  de  réfrac¬ 
tion  dans  Tun  ou  l'autre  de  res  deux  tubes. 

Dans  les  expériences  projetées  il  fallait  que  la  tempé¬ 
rature  de  l'eau  IVd  différente  dans  les  deux  tubes;  pour 
cette  raison  il  importait  que  les  doux  rayons  fussent 
séparés  l’un  de  l’autre  par  un  intervalle  assez,  grand,  et 
par  conséquent  les  deux  miroirs  devaient  avoir  une  épais¬ 
seur  considérable,  (Test  pourquoi  je  no  me  suis  pas 
servi,  comme  ou  l'a  fait  jusqu'Iei,  de  deux  miroirs  tailles 


dans  une  pièce  de  verre  à  faces  parallèles,  mais  je  les 
ai  remplacés  par  deux  cubes  polis  sur  quatre  faces,  que 
j’ai  fait  fabriquer  chez  M.  le  directeur  Merz  à  Munich. 
Ces  miroirs  étaient  à  tous  égards  admirablement  bien 
exécutés  et  ne  présentaient  qu’une  très  petite  différence 
dans  leurs  dimensions,  qui  étaient  données  de  U-  pouce 
(mesure  française).  Par  des  mesures  au  sphéromètre 
j’ai  trouvé  les  nombres  suivants  pour  la  distance  de  deux 
surfaces  opposées: 

Cube  A  Oube  B 

103,052  103,024 

102,070  102,015. 

Par  conséquent  j’ai  trouvé  à  peu  près  103  degrés 
du  sphéromètre  pour  toutes  les  surfaces,  ce  qui  corres¬ 
pond  a  -1dmm,r>7.  Pour  examiner  en  meme  temps  si  la 
masse  du  verre  était  identique  dans  les  deux  cubes,  on 
les  plaça  côte  à  cote,  serrés  l’im  contre  l’autre,  chacun 
devant  sa  fente,  et  on  observa  au  moyen  d’une  lunette 
le  spectre  d’interférence.  Le  dépla, cernent  de  la  frange 
centrale  de  ce  spectre  produit  par  l’inégale  épaisseur 
des  deux  cubes  se  montra  à  tous  égards,  tant  en  gran¬ 
deur  qu’en  direction ,  d’accord  avec  les  mesures  citées, 
d’où  l’on  peut  conclure  que  les  indices  de  réfraction 
des  deux  cubes  doivent  être  tout  à.  fait  identiques.  De 
plus  on  pouvait  juger  par  la  régularité  des  franges  de  la 
pureté  et  de  l’homogénéité  parfaites  de  la  masse  do  verre. 

Comme  surfaces  réfléchissantes  j’ai  choisi  celles  dont 
les  distances  différaient  le  moins  (103,052  et  103,024). 
La  différence  était  Owm,oil.  On  argenta  les  deux  sur¬ 
faces  (pii  devaient  servir  de  faces  postérieures. 

Comme  source  de  lumière  j’ai  employé  des  flammes 
monochromatiques  de  sodium  et  de  lithium.  Dans  une 


solution  oon centrée  de  chlorure  de  sodium  tut  placer, 
d’après  la  méthode  indiquée  par  Ket  trier  (I  cher  dit* 
Farbeir/au'stremmg  dur  Base) ,  une  mèche  d'amiante  t|ui 
fut  approchée  d’un  bec  de  Bunsen.  Outre  cet to  lumière 
jaune  je  nu*  suis  encore  servi  d'une  lumière  mixte  jaune 
et.  rouge ,  (}iuv  j'ai  obtenue  au  moyeu  d'une  .solution 
concentrée  de  chlorure  de  lithium  contenant  un  peu  de 
chlorure  do  sodium.  J'ai  encore  de  differente*,  maniérés 
fait  des  expériences  avec  mu*  flamme*  de  thallium  ;  niais 
quoique  j'aie  obtenu  de  belles  franges  dluîerfetvttnx 
tant,  que  les  rayons  interférants  n'ont  traverse  que  l’air, 
il  no  me  fut  pas  possible,  quand  les  colonne*,  d'eau  étaient 
interposées,  d'obtenir  des  franges  d'une  urltefe  suffisante 
pour  qu'on  put.  s’eu  servir  pour  des  mesure*  exacte*. 

L'un  des  deux  cubes  J  (fig.  1,  pag.  ûi'À)  fut  fixe 
dans  une  position  invariable  à  un  solide  -apport  de  1er, 
l'autre  B  fut  placé  au  centre  d’un  diqur  liuri/ontal 
divisé,  do  de  diamètre,  qui  pouvait  tourner  autour 

d’un  axe  vertical  et  être  réglé  exactement  au  lumen 
d’une  vis  horizontale  r,  qui  s’engrenait  a\ee  le  contour. 
Le  support  roposail  sur  trois  vis  exilantes  vertical**  - ,  et 
la  base  pouvait  étn*  déplacée  horizontalement  daiu  une 
direction  perpendiculaire  à  la  ligne  qui  joignait  le*  deux 
cubes.  Après  avoir  assuré  la  verticalité  de*  tares  ré¬ 
fléchissantes,  on  produisit  des  franges  d'interférence  avec 
la  flamme  de  sodium  dans  L  en  réglant  la  punition  «lu 
cube  B;  puis  on  chercha,  en  déplaçant  la  base  du  sup¬ 
port  et  eu  changeant  la  position  de  la  flamme,  a  tromer 
l'angle  d’incidence  le*  plus  avantageux;  eel  angle  iPinn- 
dence  fut  choisi  un  peu  plus  petit  que  \7>\  Le*  frange*, 
(pii  étaient.  visibbks  a  1  mil  nu,  furent  agrandit**  cl  rendue* 
plus  distinctes  par  Futnploi  de  deux  lentille.*  #i  et  I#» 
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La  première,  qui  était  munie  d’un  réticule,  était  conver¬ 
gente  et  sa  distance  focale  était  de  32Qmm;  l’autre,  placée 
à  quelque  distance  de  la  première,  était  plus  petite  et 
avait  une  distance  focale  de  4Qmm:  c’est  avec  cette  len¬ 
tille  que  furent  observées  les  images  agrandies  des  franges 
et  du  réticule. 

Ce  système  a  été  reconnu  ici  le  plus  avantageux. 
L’interposition  d’une  lentille  convergente  entre  la  flamme 
et  le  premier  cube  s’est  montrée  peu  pratique.  À  cause 
du  défaut  inévitable  de  parallélisme  des  surfaces  réflé¬ 
chissantes,  c’est  dans  une  position  déterminée,  à  savoir 
quand  elles  faisaient  un  angle  de  60°  avec  l’horizon,  que 
les  franges  ont  apparu  le  plus  nettement.  En  faisant  tour¬ 
ner  les  vis  verticales  sur  lesquelles  reposait  le  support, 
on  pouvait  rendre  les  franges  plus  ou  moins  verticales 
et  en  môme  temps  on  pouvait  au  moyen  de  la  vis  hori¬ 
zontale  régler  leur  déplacement  jusqu’à  une  petite  frac¬ 
tion  de  la  largeur  d’une  frange.  Les  franges  obliques 
apparurent  rectilignes,  et,  regardées  comme  si  elles  étaient 
à  la  distance  de  la  vision  distincte,  elles  étaient  séparées 
par  un  espace  de  3mm.  On  pouvait  en  même  temps 
observer  près  de  20  franges ,  quand  les  tubes  étaient 
intercalés  entre  les  cubes,  et  ces  franges  étaient  partout 
également  distinctes  dans  le  champ  de  vision  rectangu¬ 
laire.  Outre  ces  franges  on  pouvait  encore ,  quand  les 
tubes  n’étaient  pas  intercalés  entre  les  cubes,  observer  à 
quelque  distance  des  premières  deux  autres  systèmes  de 
franges  plus  étroites ,  qu’on  déplaçait  dans  la  direction 
opposée  à  celle  des  premières  en  faisant  tourner  le  cube. 
L’un  de  ces  systèmes  était  produit  par  l’interférence  de 
deux  rayons ,  dont  chacun  était  réfléchi  d’abord  par  la 
surface  antérieure  de  l’un  des  cubes  et  ensuite  trois  fois  à 


l’intérieur  de  l’autre:  savoir  mu*  première  fois  on  totalité 
par  l’une  des  surfaces  latérales  du  cube ,  une  seconde 
fois  par  la  surface  postérieure  recouverte  du  miroir  ef 
enfin  de  nouveau  en  totalité  par  I  autre  surine**  latérale. 
La  petite  perte  d’intensité  lumineuse  due  à  ees  réflexions 
et  la  forme  parfaite  des  cubes  ont  permis  d  observer 
ces  franges  très  distinctement.  Pour  la  même  raison  on 
pouvait  encore  observer  distinctement  un  troisième  sy¬ 
stème  de  franges,  qui  apparut,  immédiatement  a  cote  du 
précédent  et  (pii  devait  être  produit  par  un**  sextuple 
réflexion  intérieure. 

Une  autre  observation,  que  j'eus  roceadufi  de  luire 
avec  ces  cubes  avant  qu'ils  fussent  argentes,  nVsf  peut- 
être  pas  dépourvue  d'intérêt.  Ils  furent  disposes  d'une 
manière  semblable  à  celle  qui  a  ete  décrite  ei-de-stts, 
mais  tournés  de  manière  (pu*  les  diagonales  furent  situées 
dans  le  prolongement  Tune  de*  l'autre.  Lu  flamme  de 
sodium  fut  placée  derrière*  l'uu  des  cubes  dans  la  direc¬ 
tion  de  la  ligne  qui  les  joignait,  et  ta  lumière,  frappant 
l’arête  la  plus  proche  du  premier  cube,  y  fut  réfractée 
par  les  deux  surfaces  dans  deux  directions  differentes  et 
sortit  du  cube  en  deux  rayons  parallèles  distants  tic  plus 
d’un  pouce.  Ges  deux  rayons  furent  intercepte***  par 
l’autre  cube  et  sortirent  par  l'arête  opposer  à  une  petite 
distance  l’an  de  l'autre.  On  pouvait  par  conséquent 
observer  ici  au  moyen  d’une  lunette  des  franges  li’iuter- 
férence,  pourvu  que  la  source»  de»  lumière  fût  limitée  par 
une  fente  étroite.  Bien  qu'on  ait  par  nette  disposition 
l’avantage  d’opérer  avec  la  lumière*  transmise,  les  franges 
sont  cependant  trop  étroites  pour  pouvoir  être  utüKees, 
ce  qui  provient  de  eu  que  les  rayons  interfèrent  sortent 
par  deux  points  differents,  et  pour  nette  raison  se  roui- 


portent  toujours,  même  si  leur  distance  mutuelle  est 
rendue  aussi  petite  qu'on  veut,  eonnne  s'ils  émanaient 
de  deux  fentes  différentes,  lundis  qu'ils  peuvent  avec,  lus 
miroirs  de  Jamin  sortir  par  le  même  point  d'une  surface. 


Fijjf,  1. 


l/appareil  (J  (tig.  t  et  fig.  ÏÏ)  sert  à  ro<-c*voir  Peau 
(pii  doit  être  observée.  Le  pied  (rc)  était  unr  plaque 
solides  de  métal,  longue  de  ;L27mm,  large  de  K(  )«»»»,  à  la- 
(fiudlo  étaient  reliées  les  deux  extrémités  (rt/)  ((ui  étaient 
de  la  même  largeur  et  fixées  par  de  solides  traverses  de 
métal.  Ces  extrémités,  hautes  de  180*“»»,  supportaient 
deux  vases  ou  auges  F  et  P,  ouvertes  par  le  haut,  à 
coupes  transversales  rectangulaires,  qui  mesuraient  à 
l'intérieur  7  lmm  de  haut  et  de  large,  (les  auges 

étaient  séparées  parmi  intervalle  de  5lUïn,r>  ;  Pune  (F)  avait 


été  coupée  en  doux  par  le  militai  et  la  coupure  remplie 
d'un  mastic,  mou,  de  manière  qu'elle  pouvait  librement 
être  dilatât'  ou  contractée  par  érhaufîement  ou  refroi¬ 
dissement.  Des  ouvertures  rectangulaires  sitm;es  aux 
extrémités  de  chaque  auge,  hautes  de  iK»»»  et  larges  de 
1  lnun ,  servaient,  au  passage  de  la  lumière,  [/intervalle 
do  deux  ouvertures  était  large  de  Kilos  étaient 

fermées  à  l'intérieur  par  des  feuilles  de  mica  (epai— e- 
de  ümîU,l()),  qui  séparaient  l'auge  de  deux  petit-  réser¬ 
voirs  de  bois  vernissé,  (tes  réservoirs,  qui  ureupaient 
toute  la  largeur  de  l'appareil,  étaient  fermes  par  de- 
plaques  do  verre  (/  et  /')  à  glaces  epaisM-s  «le  qui 

n’élaieut  séparées  des  faces  extrêmes  de  l'appareil  que 
par  un  espace  de  Ü0mm.  Les  petits  réservoir*  étaient 
fixés  aux  extrémités  de  l'appareil.  On  avait  auparavant 
exatniné  les  plaques  de  verre  cm  les  intercalant  entre 
les  cubes,  pendant  qu'on  observait  les  frange.-  d'interfé¬ 
rence,  et,  elles  s'étaient  montrées  d'un  emploi  excellent. 

Tout  l'appareil  était  préservé  eontre  l'effet  de  la 
chaleur  rayonnante  de  la  flamme  (  h)  par  un  eerau  m  \ 
ou  avait  (‘maux*  plaeé  une*  grande  et  épaisse  plaque  de 
mica  h  entre  la  flamme  et  le  cube  J,  afin  de  pre-et  \er 
celui-ci  contre  la  chaleur  rayonnante, 

la ‘s  expériences  furent  en  généra!  exécutée-  d«*  la 
manière  suivante1, 

las  deux  auges  et  Us  doux  réservoir*  furent  rempli- 
presque  jusep/au  bord  avec  de  feau  distillée  a  la  tempé¬ 
rature  de  l'atmosphère,  cd  le  cube  B  fut  installe  de 
manière  que  les  franges  fussent  parfaitement  di-tiiicte-. 
Parfois  aussi  je  me  suis  servi  d'une  flamme  de  gu/,  pour 
ajuster  à  peu  près  la  frange  centrale*.  Du  re.*te  il  i/j 
avait  pas  de  frange*  centrale  blanche.  I/eau  dont  je  un* 


suis  servi  était  distillée  mais  non  purgée  d’air  par  ébulli¬ 
tion,  vu  qu’on  ne  pouvait  pas  préserver  l’eau  contre 
l’accès  de  l’air,  et  qu’une  erreur  considérable  pouvait 
être  la  conséquence  de  l’absorption  de  l’air  pendant  la 
durée  de  l’expérience.  Van  der  Willigen  a  fait  la  même 
remarque  au  sujet  de  ses  expériences  sur  l’indice  de 
réfraction  de  l’eau. 

Après  qu’on  eut  ajusté  les  cubes,  une  partie  de  l’eau 
de  l’auge  divisée  (presque  £)  fut  enlevée  par  un  siphon 
et  chauffée  à  environ  20°,  puis  elle  fut  de  nouveau  mé¬ 
langée  avec  l’eau  restante  de  l’auge.  Il  était  nécessaire 
de  faire  ce  mélange  avec  beaucoup  de  précaution,  et  en 
conséquence  l’eau  chauffée  était  amenée  par  le  siphon  au 
fond  de  l’auge,  en  même  temps  qu’on  donnait  au  siphon 
un  mouvement  de  va-et-vient  en  avant  et  en  arrière. 
Ensuite  l’eau  des  quatre  réservoirs  fut  soigneusement 
agitée  et  la  même  opération  pouvait  être  répétée  une 
ou  deux  fois. 

Si  l’on  ne  prenait  pas  ces  précautions  pour  échauffer 
l’eau  ou  si  l’eau  était  trop  chauffée ,  il  en  résultait  que 
les  franges  devenaient  bientôt  indistinctes  pendant  la 
durée  de  l’expérience,  qu’elles  se  déformaient  et  enfin 
s’évanouissaient  tout  à  fait.  Il  était  bien  possible  de 
faire  reparaître  ces  franges  en  changeant  la  position  des 
cubes,  mais  on  reconnaît  facilement  que  les  résultats 
des  mesures  ne  pouvaient  dans  ce  cas  être  exacts,  c’est 
pourquoi  je  n’ai  tenu  compte  d’aucune  des  expériences 
où  ce  procédé  a  été  nécessaire.  Pour  cette  raison  on  ne 
peut  s’éloigner  que  d’un  nombre  limité  de  degrés  de  la 
température  de  l’air;  aussi  les  expériences  ont-elles  été 
faites  en  différentes  saisons,  du  printemps  jusqu’à  la  fm 
de  l’année. 
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Si  les  franges  étaient  observées  an  moment  où  l’on 
venait  d’agiter  l’eau,  elles  restaient  tout  à  lait  immobiles 
pendant  près  d’une  minute;  puis  elles  commençaient,  à 
se  déplacer  avec  une  vitesse  toujours  croissante,  pour¬ 
tant  vite  parvenue  à  un  maximum,  où  le  temps  du  dé¬ 
placement  d’une  frange  pouvait  s’amoindrir  jusqu’à  près 
de  cinq  secondes;  puis  la  vitesse  se  mettait  a  décroître 
très  régulièrement.  On  s’est  servi  du  temps  consecutif 
à  l’agitation  de  l’eau,  pendant  lequel  les  franges  restaient 
immobiles,  pour  observer  des  thermomètres,  placés,  au 
nombre  de  deux,  un  dans  chaque  auge.  Puis  on  a 
compté  les  franges  qui  passaient  devant  h*  ridicule ,  et 
on  a  continué  jusqu’à  ce  que  la  durée  du  déplacement 
d’une  frange  fût  au  moins  d’une  minuit1.  1/eau  fut  de 
nouveau  agitée ,  pendant  qu’on  observait,  et  comptait 
toujours  les  franges,  et.  il  va  de  soi  qu'il  était  bien  im¬ 
portant  que  les  franges  ne  s’évanouissent  pas  par  l’agita¬ 
tion,  ce  qu’on  ne  pouvait  obtenir  que  si  l’on  continuait 
à  compter  tout  le  temps  qu’on  a  indiqué  ci-dessus. 

Ordinairement  le  nombre  des  franges  fut  augmenté1 
de  quelques  unités  quand  on  agitait  l’eau  chaude;  eu 
agitant  l’eau  des  petits  réservoirs  il  lut  changé  d'une 
petite  fraction ,  et  en  agitant  l’eau  froide  il  fut  un  peu 
diminué.  On  observa  de  nouveau  les  thermomètres.  Ils 
furent  donc  observés  au  commencement  et.  à  la  fin  des 
expériences ,  quand  la  température  des  réservoirs  (‘tait 
devenue  stationnaire  et  uniforme,  ce  qui  était  absolument 
nécessaire  pour  qu’on  pût  obtenir  des  résultats  exacts. 

On  reconnaît  facilement  ([ta;  le1  déplacement  des 
franges  est  principalement  dû  au  refroidissement  de  l’eau 
la  plus  chaude  par  le  rayonnement  et  la  conduction  de 
la  chaleur  aux  autres  réservoirs  plus  froids  et  au  milieu 


ambiant.  Au  vontrniro  IVan  imido,  qui  dujà  avant  la 
prumiûru  obsorvaiiou  dos  Uioriuomùtros  ûlail  i h^viun un 
pvii  plus  chaudr  quo  Pair  ambiant,  pouvail  umsorvur  à 
pan  pros  la  mnino  lompôrafuro  pondant  lonlo  la  durûo 
du  roxporionuu. 

Ou  vurra  dans  ru  qui  suit  qu'un  a  obtenu  une  pré¬ 
vision  t‘(  une  vonvordanvo  mutuelle  dos  expériences  très 
sat islaisanle.  .1  at tribut*  eu  bon  résultat  essent  iellemoul  à 
doux  :  la  séparation  du  Peau  chaude  ul  des 

plaqua-'  du  \ uitu  par  lus  petits  réservoirs  extérieurs,  ul 
l'agitation  du  Peau  dans  des  ailles  ouvertes  et.  assez 
^raudex  Imi  eflef ,  >i  lus  unlouiios  d'eau  inégalement 
chaudes  ulaiunl  immédiatement  lurna;us  par  les  plaques 
du  verre,  lus  transes  devenaient  bientôt  indislinclos  par 
rurlmuduîuufil  inégal  dus  v<*rr<*s  ul  finissaient  pur  s’évn- 
nouir  bat!  a  tait ,  I résultats  étaient  eneore  plus  mau¬ 
vais  si  uliaquu  uuluniiu  d'eau  t d a ît  formée  séparément  par 
sou  uitu  plan ,*  par  u< uuequcul  il  était  nuuussairu  d'ajouter 
les  duîix  puîih  réservoirs ,  qui  furunl  alors  séparés  < l < *s 
doux  ri »l< iuiiun  d’eau  par  dus  plaque-.  très  minces  de  mica. 

J’ai  obtuîin  du  iiiuiuu  dus  rusn lia1  s  puii  satisfai¬ 
sait  U  dans  quoique,  uxpuriunrus  ou  Peau  que  traver¬ 
saient  lus  rasoii  liiiuinunx  Hait  contenue  dans  doux 
I  ul  mu  ferme-  ul  rectangulaires,  qu'entourait  Peau  des 
unpus.  bu-,  IuIm’s  ulaiunl  eoupes  par  lu  milieu  u{  réunis 
par  du  raoubdiour,  lieux  thermomètres  dans  chaque 
fübu  iiidii(iiaiunî  la  température  du  ruau.  Mais  ou 
rurimiitiî  qiiYIlu  nu  pouvait  pas  devenir  unilbrmu.  Il  se 
forniail  dus  couches  du  température  inégale,  qui  faisaient 
quu  lu-  franges  se  déformaient  ul  qu'on  nu  pouvail  pas 
déterminer  la  température  a\uu  provision.  ( P  est  pour 

ir» 
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cette  raison  qu’on  a  obtenu  des  résultats  dilï'émils  au 
commencement  et  à  la  fin  de  chaque  expérience'. 

On  a  dû  remarquer  qu’une  seule  des  auges  (Mail 
divisée,  tandis  que  l’autre  était  entière  afin  d'assurer  la 
solidité  le  l’appareil.  Pour  rechercher  si  celle  circon¬ 
stance  suffit  en  elle-même  à  fausser  les  résullals  et  à 
produire  un  déplacement  des  franges  quand  cm  chauffe 
uniformément  les  auges,  on  a  placé  une1  plaque  de  métal 
chaude  dans  l’espace  compris  entre  les  deux  auges,  fa* 
résultat  ne  fut  cependant  pas  un  déplacement  des  franges; 
celles-ci  devinrent  seulement  de  plus  un  plus  indistinctes 
à  mesure  que  la  chaleur  gagnait  les  couches  d'eau  les 
plus  proches. 

Si  l’intervalle  entre  les  anges  ne  fut  pas  rempli  par  un 
corps  mauvais  conducteur,  c'est,  que  cela  ne  donna  aucun 
bon  résultat,  probablement  parce  que  la  conduction  de 
la  chaleur  était  par  là  trop  concentrée  aux  faces  exlrèiues. 

Les  nombres  contenus  dans  le  tableau  ci-après 
sont  les  résultats  de  toutes  les  expériences  failcs  de  la 
manière  indiquée,  à  l’exception  pourtant  dos  deux  dernières, 
où  la  différence  do  température  est  produite  par  refroi¬ 
dissement  et  non  par  échauflement.  Los  deux  thermo¬ 
mètres  dont  on  s’est.  servi  ici  avaient  été  tous  deux 
fabriqués  par  Fastré,  et  leur  échelle  était  divisée  d’une 
manière  arbitraire.  Après  avoir  détermiré  soigneusement 
le  point  de  congélation  et  le  point  d'ébullition,  ou  a 
trouvé  les  formules  suivantes  pour  l’expression  de  la 
température  t  en  degrés  centigrades: 

t  =  —  18,985  +  2,(5511?;, 
t  =  _  2,7(15  +  2,0877  7’2, 

où  Tl  et  T,,  sont  les  degrés  indiqués  par  les  (liernio- 
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mètres,  dont  le  premier  élail  plaçai  dans  Pau^e  F\  Paul  la* 
dans  Faille  F.  Dans  las  échelles  des  deux  iherinomèlres 
chaque  de^ré  était  divisé  eu  10  parties  égales,  F  celles- 
ci  <;taicM  1 1  assez  grondes  pour  qiéon  put  avec  une  préci¬ 
sion  suffisante  apprécier  les  dixièmes. 

La  première  colonno  du  tableau  ci-dessous  contient 
les  nimuTos  d’ordre  d(ks  expériences;  la  seconde  et  la 
quatrième  les  degrés  observés  au  commencement  et  à  la 
tin  de  chaque  expérience  ;  la  troisième  et  la  cinquième 
les  degrés  calculés  eu  centigrades,  et  la  dernière  le  nombre 
des  franges  déplacées  de  la  flamme  de  sodium. 
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cette  raison  qu’on  a  obtenu  des  résultats  différents  au 
commencement  et  à  la  fin  de  chaque  expérience. 

On  a  dû  remarquer  qu’une  seule  des  auges  était 
divisée,  tandis  que  l’autre  était  entière  afin  d’assurer  la 
solidité  le  l’appareil.  Pour  rechercher  si  celte  circon¬ 
stance  suffit  en  elle -même  à  fausser  les  résultats  et  à 
produire  un  déplacement  des  franges  quand  on  chauffe 
uniformément  les  auges,  on  a  placé  une  plaque  de  métal 
chaude  dans  l’espace  compris  entre  les  deux  auges.  Le 
résultat  ne  fut  cependant  pas  un  déplacement  des  franges  ; 
celles-ci  devinrent  seulement  de  plus  en  plus  indistinctes 
à  mesure  que  la  chaleur  gagnait  les  couches  d’eau  les 
plus  proches. 

Si  l’intervalle  entre  les  auges  ne  fut  pas  rempli  par  un 
corps  mauvais  conducteur,  c’est  que  cela  ne  donna  aucun 
bon  résultat,  probablement  parce  que  la  conduction  de 
la  chaleur  était  par  là  trop  concentrée  aux  faces  extrêmes. 

Les  nombres  contenus  dans  le  tableau  ci- après 
sont  les  résultats  de  toutes  les  expériences  faites  de  la 
manière  indiquée,  à  l’exception  pourtant  des  deux  dernières, 
où  la  différence  de  température  est  produite  par  refroi¬ 
dissement  et  non  par  échauffement.  Les  deux  thermo¬ 
mètres  dont  on  s’est  servi  ici  avaient  été  tous  deux 
fabriqués  par  Fastré,  et  leur  échelle  était  divisée  d’une 
manière  arbitraire.  Après  avoir  détermiré  soigneusement 
le  point  de  congélation  et  le  point  d’ébullition,  on  a 
trouvé  les  formules  suivantes  pour  l’expression  de  la 
température  t  en  degrés  centigrades: 

t  =  —  18,985  +  2,6511  1\, 
t  =  —  2,763  +  2,0877  jP3, 

où  Tx  et  T%  sont  les  degrés  indiqués  par  les  lhermo- 


mètres,  dont  le  premier  était  placé  dans  l’auge  F',  l’autre 
dans  l’auge  F.  Dans  les  échelles  des  deux  thermomètres 
chaque  degré  était  divisé  en  10  parties  égales,  et  celles- 
ci  étaient  assez  grandes  pour  qu’on  pût  avec  une  préci¬ 
sion  suffisante  apprécier  les  dixièmes. 

La  première  colonne  du  tableau  ci-dessous  contient 
les  numéros  d’ordre  des  expériences;  la  seconde  et  la 
quatrième  les  degrés  observés  au  commencement  et  à  la 
lin  de  chaque  expérience;  la  troisième  et  la  cinquième 
les  degrés  calculés  en  centigrades,  et  la  dernière  le  nombre 


des  fri 

mges  déplacées  de  la 

flamme  de  sodium. 

Nom 

r, 

,i 

2\ 

** 

«s1 

I 

i 

f\ 

! 

'  15,^4 

21,06 

18,30 

25, (X) 

\ 

175,3 

1 

ir>!ao 

21,58 

11,75 

21,77 

/ 

o 

d 

15,1)0 

25,16 

14,20 

20, 88 

\ 

199 

\  ! 

S  15,1)0 

28,16 

12,44 

23,21 

/ 

:i 

i 

;  16,02 

28,49 

14,41 

27,32 

i 

204 

\ 

!  10,17 

28,88 

12,81 

23,98 

f 

A 

i 

i  17,S7 

28,89 

10,01 

30,(50 

\ 

107 

\ 

!  17,S(> 

28,86 

15,18 

28  82 

f 

fl 

i  18,78 

80,80 

17,91 

84,68 

\ 

234 

i) 

V 

18,68 

80,54 

16,07 

30,79 

/ 

(> 

fl 

1S,77 

80,78 

17,69 

84,17 

\ 

209 

\\ 

18,66 

80,49 

16,00 

30,64 

/ 

rj 

f 

13,00 

15,48 

11,16 

20,54 

\ 

189 

\ 

i  i3,oo 

15,48 

9,10 

16,24 

/ 

f 

!  12,20 

18,86 

10,60 

19,37 

\ 

221 

O 

\ 

i  12,47 

14,07 

8,80 

14,50 

/ 

9 

i 

1  11,70 

12,19 

10,00 

18,11 

\ 

215,5 

\ 

|  12,1  S 

18,80 

7,84 

13,60 

/ 

10 

f 

10,11 

7,82 

8,46 

14,90 

\ 

198 

\ 

10,02 

9,17 

6,00 

9,76 

/ 

It 

/ 

1  9,20 

5,40 

6,21 

10,20 

\ 

89,6 

II 

9,70 

6,75 

4,86 

7,38 

/ 

U 

/! 

!  9,40 

5,91 

6,22 

10,22 

\ 

76 

\\ 

!  9,80 

7,00 

5,11 

7,90 

/ 

in 

/ 1 

9,;n 

5,70 

2,60 

2,67 

\ 

21 

\\ 

9,27  | 

5,59 

8,49 

4,52 

/ 

u? 

f 

\  1 

8,78 

8,75 

4,29 

4,21 

2,02 

2,80 

1,45 

3,08 

} 

11,5 
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Dans  les  expériences  qui  suivent  on  sYsl  servi  d'un 
thermomètre  de  Geisler,  qui  était  divisé  on  dixièmes  de 
degré  C.  Il  marquait  0,40  degré  au  point  du  congélation, 
et  fut  par  conséquent  corrigé  par  soustraction  de  0,i«t 
degré.  Ces  expériences,  les*  trois  premières  excepiees, 
furent  faites  d’une  autre  manière,  qui  pour  les  tempé¬ 
ratures  peu  élevées  donna  un  résultat  plus  exact.  Si 
la  température  de  l’eau  dans  Tango  F  (‘tait  amenoe 
presque  à  0e,  et  si  T  eau  de  T  autre  auge  avait  une  tempé¬ 
rature  d’environ  4°  C.,  ce  qui  était  nécessaire  parce  que 
cette  température  était  à  peu  près  celle  do  l’air  ambiant, 
les  petites  variations  inévitables  de  la  dernière  colonne 
d’eau  devaient  trop  intluer  sur  les  résultats  pour  qu'il 
fût  possible  de  déterminer  avec  précision  le  petit  déplace¬ 
ment  dû  à  l’échauffement  de  la  colonne  (Veau  la  plus  froide. 
Pour  cette  raison  je  n’ai  conservé  que  trois  expériences 
faites  de  la  première  manière  (les  trois  premières  du 
tableau  ci-dessous) ,  dans  lesquelles  Veau  de  l'auge  Fr 
avait  accidentellement  gardé  la  même  température  ait 
commencement  et  à  la  fin  des  expériences.  Les  autres 
expériences  ont  été  faites  de  la  manière  suivante. 

L’auge  F  fut  remplie  d'eau  presque  a  ()‘\  Veau  des 
autres  réservoirs  étant  à  une  température  un  peu  plie- 
basse  que  celle  de  l’air.  Après  avoir  suffisamment  agite 
l’eau  de  F  :  on  a  observé  le  thermomètre  qui  y  était 
plongé;  puis  on  a  mélangé  comme  à  l'ordinaire  une 
petite  quantité  d’eau  à  2°  ou  à  4°  avec  Tenu  de  cette 
auge,  en  observant  toujours  les  franges.  Après  avoir 
obtenu  un  déplacement  d’une  ou  de  plusieurs  franges, 
on  a  cessé  de  mettre  de  l’eau  dans  cette  auge.  Puis  on 
n’a  plus  fait  qu’agiter  l’eau  dans  cette  auge  et  dans  les 
petits  réservoirs,  et  on  a  lu  les  indications  dos  thermo- 


mètres.  Lit  durée»  d'une  telle*  <‘xpérie*uce»  était  si  e'ourte», 
(|tu‘  IVau  dans  l'autre»  auge»  ne»  pouvait  par  la  viiriatiou 
de»  sa  hnnpérature  produire*  iturun  déphu*(»m(»ut  de  Transe 
d'après  des  <»xp<Tieure»s  fades  antérieurement,  si  elle 
restait  en  repos  après  ht  première  agitation.  (Vite  ma¬ 
nière  de  taire*  les  expériences  a  donné  des  résultats  satis¬ 
faisants  et  elle  était  d'une  application  facile.  Mais  il  vu 
sans  dire*  epfon  ne»  pouvait  pas  appliqtUM*  la  même*  nm- 
thode  pour  eles  temp<;rature»s  plus  <;levé(*s,  oit  la  plus 
petite»  inégalité'»  dans  la  distribution  de»  la  <‘liale»ur  eiH 
influé  beaucoup  sur  le»s  frange  »s  e»l  anrnné  biemleM,  le»ur 
elisparilieut. 

Le»  tabl<»au  <*i -dessous  contie»nt  dans  la  colonne;  t  le*s 
températures  de*  re*au  de*  l'auge»  Ff  au  commencement 
de »s  extérieures,  élans  la  colonne;  t>  le;s  températures  à, 
la  lin  ele*s  ox poritn icuxs ,  e*t  élans  la  rolonne  s  le*  nombre» 
des  franges  déplacées  de»  la  tlamme*  ele»  sodium. 


/  1 

i'  \ 

! 

H 

1 

1.77 

*2,57  ! 

5 

0,95 

2,10  j 

5 

i,so 

2,90 

5 

0,1*0 

if:u  i 

2,2 

o  M 

u:i  1 

a 

un 

1,15 

1 

0,52  * 

0,80  * 

l 

ovin  , 

0,00 

t 

o(ir>  1 

0,95  ! 

i 

eur* 

0,89 

i 

0,25 

0,80  i 

i 

o,:m  ; 

0,90 

i 

Les  six  derniers  résultats  indie(ue;s  sous  le  n°  21 

Uniment  comme*  moyenne  un  déplace»me*nt  d’une  (range 
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pour  un  échauffernent  de  0°,3io  à  ()°,883(!.,  el  on  s’est, 
servi  dans  les  calculs  do  celte  moyenne  au  lieu  des 
valeurs  observées  directement. 

Le  calcul  des  expériences  a  été  (ait  de  la  manière4 
suivante.  Soit  s(t)  le  nombre  des  franges  déplacées  par 
un  échauffernent  de  0°  à  t°  G.  de4  la  colonne  d'eau  dans 
l’auge  F ,  et  soit  par  conséquent  le  rapport  du 

nombre  des  franges  déplacées  à  l’accroissement  du  temps 
dt :  alors  on  peut  écrire 

0) 

ff(t)  —  ^  +  I  (1*) 

Si  la  colonne  F  en  question  est  chauffée  de  fx  à  t[ 
degrés ,  et  si  l’autre  colonne  F\  qui  est  de  la  même 
grandeur 7  est  chauffée  de  ^  à  degrés,  le  nombre»  dos 
franges  déplacées  sera  déterminé  pais  la  relation 


«  =  «(O— Kh)— «fêH-KO-  (:>) 


On  doit  à  présent  pour  chaque  expérience  chercher 
la  température  t  qui  satisfait  à  l’équation 


d  s(t)  s 

"HT  “  J’ 


l«> 


où  à  est  la  différence  d’accroissement  de»  température 
dans  les  deux  auges  : 

A  =  (7) 

Si  les  deux  séries  ci-dessus  (8)  et  (1)  se  réduisaient 
à  leurs  deux  premiers  tonnes,  on  obtiendrait  en  vertu 
de  (5) 


ot  si  dans  celle  hypothèse*  Ton  remplace  f  par  r  dans 
les  équations  ((>)  et  (3),  on  obtiendra 
*  dJ  |  h  zJ. 


I )es  doux  donnons  équations  on  peut  déduire 

c  n  c  i  /; 

dj 


(«) 


(  l'est  par  cette  formule  qu'on  a  calculé  r  pour  ohaipio 
expérience;  puis  les  constantes  a,  />,  r  ont  dtô  calculées 
par  la  méthode  des  moindres  oam;s.  Ou  a  trouvé 


résultat  qui  ôtait  suffisumiuont  exact  pour  lo  calcul  de*  f. 
Lu  (‘Ilôt,  si  l'on  tiont  aussi  compte  du  troisième'  terme* 
dos  stries  (0)  ot  (1),  on  aura  on  vortu  dos  équations 
(lh  (:>),  (7),  (K), 

x  a  J  :  h  J  |  C  Ci  '*!>* 

co  qui  donne'  a  cause*  dos  équations  (il)  ot  ((>) 


«  !  ht  :  rf  "  I  h  i  :lj(C  /;  ç  1  /;>, 

d'où  l'on  tiro  faedltoneui  la  put  Ho  correction  t  r,  qui 
dans  le *s  expériences  nVxeède  pas  quelques  centièmes 
de*  de^ré  (  !, 

Après  avoir  introduit  cette*  correction,  on  a  calcule 
exactemeait  les  trois  coefficients  par  la  méthode  des  moin¬ 
dres  entrés,  de  manière  que  la  somme»  des  carres  des 
écarts  de*  fut  un  minimum.  La  formule*  Irouvée  <*st 

o,o n  !  :i,(mio/  (Mon ih/8,  (a) 

où  a4\'tt  remplaea*  #(/). 

(  l<*üe  tbrmuli*  nVst  valable*  que*  de*  /  (L  a  /  î$0f\ 
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Par  des  calculs  provisoires,  on  a  en  elle!  trouvé 
que  les  deux  expériences,  dans  lesquelles  t  est  plus  grand 
que  30°  ont  donné  des  résultats  trop  loris,  ce  qui  in¬ 
diquait  que  la  formule  admise  contenant  trois  couxlaules 
ne  peut  être  appliquée  sans  nuire  à  la  précision  si  / 
excède  30°.  En  conséquence  on  iéa  pas  tenu  complu 
de  ces  deux  expériences  dans  les  calculs  déüuilifs ,  et 
pour  £>30°  on  doit  supposer  que  le  déplacement  des 
franges  a  une  plus  grande  valeur  que  celle  (pie  donne 
la  formule. 

Dans  le  tableau  ci-dessous  sont  indiquées  les  valeurs 

g 

de  J,  t,  t,  s  et  -  déduites  des  expériences  et  aussi,  pour 
ce  dernier  rapport,  les  valeurs  calculées  par  la  formule  ((/). 


*  NOTE  2. 


â 

T 

t 

s 

s 

J 

j  ob.M. 

J  cale. 

5 

3,58 

32,87 

32,83 

234 

65,42 

6 

3,24 

32,58 

32,55 

209 

64,57 

4 

1,81 

29,76 

29,75 

107 

59,12 

59,26 

3 

3,74 

25,42 

25,40 

204 

54*58 

54,40 

2 

3,67 

25,05 

25,03 

199 

54,1(5 

53,92 

1 

3,47* 

23,26 

23,24 

175,3 

50js4 

51,50 

7 

4,30 

18,39 

18,37 

189 

43,94 

45,78 

S 

5,52 

16,52 

16,48 

221 

40,05 

40,35 

9 

5,62 

15,23 

15,19 

215,5 

38,33  | 

57,86 

10 

6,49 

11,53 

11,48 

198 

30,52 

30,07 

12 

3,38 

8,25 

8,24 

76 

22,49 

22,49 

11 

4,14 

7,91 

7,89 

89,6 

21,62 

2li(51 

13 

1,96 

3,71 

3,71 

21 

10,69 

10,(59 

14 

1,71 

2,35 

2,35 

11,5 

(5,73 

6,8(5 

17 

0,80 

2,20 

2,20 

5 

6,25 

(5,43 

15 

0,80 

2,17 

2,17 

5 

6,25 

6,35 

16 

1,15 

1,52 

1,52 

5 

4,35 

4,47 

20 

0,26 

1,32 

1,32 

1 

3,87 

3,88 

18 

0,81 

0,90 

0,90 

2  2 

2,72 

2  (55 

19 

21 

1,11 

0,573 

0,87 

0,596 

0.87 

0,596 

3’ 

1 

2,70 

1,745 

2,5(5 

1,746 

Pin*. 


0,14 
+  0,18 
+  0,24 

o,m> 

4-0,10 
0,30 
-P  0,47 

+  0,45 

O 

q-  0,01 

0 

0,13 
0,18 
0,10 
0,12 
0,01 
4  0,07 
+  0,14 
0 


On  a  calculé  à  avec  trois  décimales,  d’où  provient 
une  inexactitude  apparente  des  derniers  chiffres  dans  cer¬ 
taines  valeurs  de  's 
d 

Les  nombres  cités  sous  le  n°  91  étant  la  moyenne 
de  six  observations,  on  haïr  a  attribué  dans  les  calculs 
un  poids  égal  à  (b 

On  verra  (pie  le  nombre,  trouvé  par  l’expérience,  des 
franges  déplacées  par  une  élévation  de  1°  G.  ne  diffère 
que  dans  un  seul  cas  de  de  frange  du  nombre 
calculé,  et  que  dans  tous  les  autres  cas  la  différence  est 
moindre  que  J.  L’erreur  probable  est  0,17,  résultat  qui 
doit  être  regardé  comme  fout  à  fait  satisfaisant. 

Dans  ces  expériences  on  s’est  souvent  servi  de  la 
flamme  complexe  de  sodium  et  de  lithium  pour  pouvoir 
on  même  temps  compter  le  nombre  des  franges  rouges. 
I)o  plus  on  a  fait  plusieurs  expériences  spéciales  sur  ces 
dernières.  Lu  comptant  les  franges,  on  s’est  servi  comme 
point  de  départ  d'une  frange  centrale  rouge  située  entre 
(Unix  jaunes  ou  (Tune  frange  jaune  située  entre  deux 
rouges,  parce  qu’on  pouvait  observer  ces  franges  plus 
distinctement  que  la  comcidence  d’une  frange  rouge  avec 
une  frange  jaune.  J’ai  compté  le  nombre  des  franges 
rouges  et  jaunes  déplacées  jusqu  à  ce  qu’on  soit  parvenu 
à  une  frange  située  tout  a  fait,  de  la  même  manière  que 
celle  qui  a  servi  de  point  de  départ. 

Le  rapport  du  nombre  des  franges  rouges  déplacées 
à  celui  des  franges  jaunes  était  toujours  le  même  si  la 
tempérai  un*  excédait  95°  G.  On  a  trouvé  par  exemple 
91  franges  rouges  et  105  franges  jaunes  pour  une  tempé¬ 
rature  moyenne1  de  2C>0,84  G.,  78  franges  rouges  et  90 
franges  jaunes  pour  32°, 5  G.,  etc. 


£W 


Au  lieu  de  {nuits  ns  expériences,  il  m*  m*h  truiiv 
qu'une  seule  dans  le  tableau  ci-dessous,  nu  la  tempém 
tmv  2lX\n  C«.  «si  mie  mommie  entre  le>  temporal  un 
des  différentes  t‘Xpt;r»ti!UM*s »  qui  avaient  donne  le  mém 
rapport  (ld:1ô)  pour  tes  fraudes  rouvre-.  et  le*  jaums. 

A  dts  températures  plus  busses  code  relation 
changé  {oui  à  fait ,  avant  tout  il  était  intendant  d 
voir  comment  la  frange  ronge  rentrai**  pouvait  par  1 
déplacement  d'une  seule  frange  jaune  *e  déplacer  d 
plusieurs  francs  dans  la  meme  direction  que  lis  fVaugt 
jaunes  aux  températures  le**  plus  lame* ,  car  un  u\a 
pour  ainsi  dire  immédiatement  sain  le*  \ eux  la  di  «perde 
remarquable  de  beau  a  des  températures  peu  elevee 
Dans  h  s  expériences  citee*  *om  le  it  il»  la  frange  ni 
traie  ronge,  qui  était  ajustée  an  rentre  du  réticulé,  ft 
ainsi  déplacée  de  frai*  fraudes  par  le  déplacement  d’un 
frange  jaune.  Pour  bien  recoiinaïfre  la  mgmîb  a  lion  d 
celle  observation,  ou  doit  remarquer  que  la  dsdauce  d 
deux  franges  routes  était  a  put  pre*  b-,  :  de  celle  d 
*  not K  a.  deux  franges  jaunes. f'  Si  par  exemple  les  franges  rnug» 
étaient  immobiles  taudis  que  bs  frange*  jaunes  ne  dépe¬ 
çaient  ,  on  verrait  la  frange  rouge  mitrale  *e  deplan 
rapidement  dans  la  meme  direction*  et  âpre*  le  tléplun 
nmd  d'une  frange  jaune  on  verrait  st  premier**  pim 
occupée  par  la  frange  rouge  centrale  Clivante,  Si,  cninui 
dans  les  expérience*  citée*,  la  frange  muge  Refait  d» 
placée*  d(*  trois  frange*  pendant  le  déplacement  dur 
frange*  jaune,  le  déplarettietit  de*  frange*  rouge*  et  a 
1  |  pour  celui  d’une  mile  frange  jaune. 

De  cette  manière  on  pouvait  déterminer  !*•  rappoi 
du  nombre  des  frange*  déplacées  avec  un**  grand**  prec 
sioït  aussi  bien  dans  ces  expériences  que  dam  d’autri 
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où  le  nombre  total  des  franges  déplacées  était  très 
petit. 


Le  tableau  ci-dessous  contient  les  résultats  des  ex¬ 
périences.  La  colonne  t  donne  la  moyenne  des  deux 
températures  au  commencement  et  à  la  fin  du  dénombre¬ 
ment;  mais  quand  on  ne  pouvait  pas,  ce  qui  arrivait  en 
général,  trouver  ces  deux  températures,  parce  qu’elles 
n’étaient  pas  identiques  à  celles  qu’on  avait  observées 
au  commencement  et  à  la  fin  de  l’expérience,  ces  tempé¬ 
ra  (uros  moyennes  étaient  obtenues  par  un  calcul  qui  est, 
je  crois,  trop  élémentaire  pour  être  rapporté'  ici.  La 
colonne  suivante  contient  le  rapport  trouvé  des  nombres 
de  franges  rouges  et  jaunes  déplacées;  de  ce  rapport  et 


de  la  valeur  calculée  par  la  formule  (a)  qui  donne 

ds  t,  ■  " 

on  a  déduit  la  valeur  correspondante  pour  les  franges 


rouges.  Par  la  méthode  des  moindres  carrés  on  a  trouvé 
formule  , 

-• 1  =  ■  -  0,450  4-  2,0410 1  —  0,03027  f, 


la 


(b) 


par  laquelle  on  a  calculé  les  valeurs  qui  se  trouvent 


dans  la 

colonne  +'  (b), 
dt 

t 

rouge 

jaune 

dSNa 

dt 

ds  Li 
dt 

dsu 
~dt  (&> 

Diff. 

29,3 

13 

15 

58,81 

50,97 

50,94 

+  0,03 

23,0 

27 

32* 

51,10 

44,24 

44,28 

_ 0,04  *  NOTE  4. 

15,3 

100| 

1104 

38,08 

32,85 

32,87 

—  o’ü2 

13,3 

124| 

1444 

34,12 

29,40 

29,32 

H-  0,08 

9,0 

59 

09 

24,34 

20,81 

20,87 

—  0,06 

8,0 

58 

08 

21,90 

18,08 

18,74 

—  0,06 

4,0 

104 

12| 

12 

13,12 

11,02 

11,06 

—  0,04 

3,2 

10 

9,27 

7,72 

7,69 

+  0,03 

2,1 

9 

11 

0,15 

5,03 

4,96 

+  0,07 

1,73 

4 

5 

5,08 

4,06 

4,03 

+  0,03 

1,00 

3| 

4  J 

4,72 

3,73 

3,70 

+  0,03 

l,2t 

3 

4 

3,50 

2,07 

2,70 

—  0,03 

0,88 

2| 

34 

2,59 

1,85 

1,85 

0 

0,00 

& 

b 

1 

1,75 

1,09 

1,11 

—  0,02 

♦  NoTIC  T», 
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Les  calculs  ont  élé  laits  on  calculant  oncoro  une 
décimale  de  plus  quo  relies  (|ui  sont  rcvhit(*H>s  ici.  t  >n 
verra  quo  los  écarts  par  rapport  aux  valeurs  ealeulêes 
par  la  formule  (h)  n'exeèdent  pas  O, oh. 

Dos  (Unix  formules  trouvées  do  cotte  maniéré  il  faut 
déduire  los  variations  dtixa  et  duu  dos  indices  de  la  (huante 
du  sodium  et  do  celle  du  lithium  [tour  un  accroissement 
dt  de  la  température.  Si  l’on  désigne  par  Lia  longueur 
commune  des  doux  colonnes  d'eau  et.  par  et,  Àit  les 
longueurs  d'onde  do  la  flamme  du  sodium  et  do  celle  Du 
lithium,  <>n  aura 


r 

J  dt 


dsxa 

dt 


ÀXtt  i 


r  du  U 

dt 


* 


La  longueur  L  do  la  colonne  d’eau  était  la  disiaitee 
des  deux  feuilles  de  mica  qui  les  limitaient,  pendant  que 
l'eau  des  deux  petits  réservoirs,  qu'on  agitait  au  rom- 
mencemonl  et  à  la  fin  des  expériences,  ne  contribuait 
pas  au  déplacement  des  franges.  On  a  trouvé 

L  317,um,«. 

domine  buse  pour  la  détermination  des  longueurs 
d'onde,  on  s’est  servi  des  mesures  d’Ângstrom  (Pogg. 
Ann.,  t.  143),  qui  donnent  pour  les  raies  1)  en  mètres 

A xa  ;sï1BS  1 1)  ~ •  589m ***,75 . 

De  plus  cm  a  d'après  Ketteler  (Beobachtungen  liber 
die  Farhenzc‘rstreuung) 

«r,.  1,188958, 
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nombre  qui  ne  diffère  que  très  peu  des  nombres  trouvés 
par  Fizeau  (Pogg.  Ann.,  t.  119)  et  par  Rühlmann  (Pogg. 
Ann.,  t.  132),  et  qui  sont  1,13846  et  1,13927.  Ces  nombres 
étant  valables  pour  les  longueurs  d’onde  dans  l’air,  les 
nombres  trouvés  pour  les  indices  de  réfraction  de  l’eau 
seront  valables  pour  l’indice  de  réfraction  de  l’air  par 
rapport  à  l’eau. 

On  trouvera  à  présent  en  vertu  des  formules  (a) 
et  (b) 


=  10~6  [0,076- 

—  5,606  t  0,06403  , 

00 

=  10~6  [0,952- 

-  5,586 1-\-  0,06402^]. 

(-B) 

L’erreur  probable  est  ici  de  trois  unités  du  septième 
ordre  décimal,  degré  de  précision  qui  est  50  fois  plus 
grand  que  celui  qu’on  peut  obtenir  pour  les  mêmes 
quantités  à  l’aide  du  prisme. 

On  reconnaîtra  au  moyen  de  ces  équations  que 
l’indice  de  réfraction  de  la  raie  du  sodium  a  un  maximum 
pour  O°,0i4  G.,  tandis  que  celui  de  la  raie  du  lithium 
est  considérablement  plus  grand,  à  savoir  0°,171  C. 

On  trouve  par  intégration,  la  température  correspon¬ 
dante  à  l’indice  de  réfraction  étant  ajoutée  entre  paren¬ 
thèses  à  la  suite  du  symbole  de  l’indice, 

nNa(t)  =  n^(0)  +  10“6[0,076^  — 2,803  0,02134  f],  (A') 
nz,(t)  =  te(0)  +  10"6[0, 962^-2, 793f+0,0213-4f].  {F) 

Comparons  ces  résultats  avec  ceux  qui  ont  été 
trouvés  par  d’autres  observateurs.  Parmi  les  observations 
les  plus  complètes  des  indices  de  réfraction  de  l’eau 
sont  celles  de  Rühlmann  (Pogg.  Ann.,  t.  132),  qui  a  trouvé 


n.y„(T)  ■  l,:M7.if  10  «|  :i,M7  7ta  I  (),oooiao;»7,,|, 
a u (T)  10  tJ[  7,s  I  O.uomtîitf  7U|, 

où  T  est  la  tempérât mv  en  degrés  Héaumur.  <  les  lor- 
mules  sont  valables  de  T--  0  à  T  NO*' U.  Si  l'on 
cherche  par  exemple  la  différence  dc‘s  indices  do  retrar- 
lion  do  la  raio  du  sodium  à  (1.  et  a  d()  <  1. ,  nu 

trouvera 

/ùv4“20°)  0,oooo7. 

Dos  expériences  de  Jamin  (domptes  rendus,  t,  fd), 
qui  a  donné  la  formulo  suivante  valable  pour  la  lumière 
blanche 

//(/)  //(O)  -  10  t5|  1:2,573/  1  Dam»/  |, 

on  peut,  conclure 

//(2ÏCP)  H{'M)  )  0,001  OUI. 

Par  les  observations  de  Wüllner  (l’o^,  Ann.,  t.  L»d) 
on  obtiendra 

apjr)  0,ooouu, 

et  par  celles  de  Landolt  (Po«,%  Ann.,  t.  117) 

/^wi(-O)  —  u.v«(*iO)  •  0,<mi«5, 

tandis  c(u<'  les  présentes  observations  donnonl  en  vertu 
de  la  formulo  („!')  pour  cotte  quantité  la  valeur 

0,OOOM73. 

La  concordance  est  moindre  si  Tou  compare  nos 
formules  avec  colles  de  Hühlmann  à  des  températures 
plus  basses;  mais  si  nous  revenons  aux  expériences  dont 
ces  dernières  formules  ont  été  déduites,  nous  parvien¬ 
drons  à  ee  résultat  remarquable,  que  les  formule*,  trou¬ 
vées  ici  concordent  mieux  avec  les  expériences  de  tültiL 
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mann  que  les  formules  que  lui-même  en  a  déduites,  et 
que  cela  a  encore  lieu  surtout  pour  les  températures 
les  plus  élevées  (jusqu’à  30°),  pour  lesquelles  les  erreurs 
des  présentes  expériences  doivent  s’accumuler  et  par 
conséquent  apparaîtront  le  plus.  La  concordance  moins 
complète  des  formules  de  Rühlmann  et  de  ses  expériences 
provient  de  ce  qu’il  suppose  la  même  formule  valable 
de  0°  à  80°  R.,  au  lieu  de  calculer  par  exemple  deux 
formules,  l’une  valable  de  0°  R.  à  24°  R. ,  l’autre  de 
24°  R.  à  80'  R.,  comme  on  a  trouvé  qu’il  était  néces¬ 
saire  de  le  faire  pour  la  dilatation  de  l’eau  à  des  tempé¬ 
ratures  allant  du  point  de  congélation  au  point  d’ébullition. 

Le  tableau  ci-dessous  contient  les  résultats  des  ex¬ 
périences  de  Rühlmann  sur  l’indice  de  réfraction  de  la 
lumière  jaune  pour  des  températures  plus  basses  que 
24°  R.  On  a  ajouté  les  valeurs  calculées  par  Rühlmann 
lui -même  et  par  la  formule  (-4'),  l’indice  de  réfraction 
à  0°  étant  supposé  égal  à  1,33378. 


T 

01)s.  (R) 

Gale.  (R) 

Diff. 

Cale.  U') 

Diff. 

0 

1,33375 

1,33374 

+  0,1 

j  1,33378 

-0,3 

0 

1,33380 

1,33374 

+  0.6 

1,33378 

+  0,2 

1,2 

1,33375 

1,33374 

+  0,1 

1,33377 

-0,2 

3,2 

1,33372 

1,33371 

+  0,1 

1,33374 

-0,2 

4,0 

1,33371 

1,33369 

+  0,2 

1,33371 

0,0 

4,6 

1,33368 

1,33368 

0,0 

1,33369 

—  0,1 

7,9 

1,33355 

1,33355 

0,0 

1,33353 

+  0,2 

8,0 

1,33353 

1,33355 

—  0,2 

1,33352 

+  0,1 

8,2 

1,33350 

1,33354 

—  0,4 

1,33351 

-0,1 

10,2 

1,33340 

1,33343 

—  0,3 

1,33337 

+  0,3 

11,8  1 

1,3333 

1,3333 

0 

1,33324 

+  1 

18,4 

1,3328 

1,3327 

+ 1 

1,3326 

+  2 

18,8 

1,3325 

1,3326 

—  1 

1,3325 

0 

19,6 

1,3324 

1,3325 

—  1 

1,3324 

0 

20,9  | 

1,3323 

1,3324 

-  1 

1,33225 

+  0,5 

23,7 

1,3319 

1,3319 

0 

1,3319 

0 

D’une  manière  analogue  on  trouve  pour  la  lumière 
rouge  le  tableau  suivant 


T 

Obs.  (JR) 

_ i 

Gale.  (22) 

Diff. 

Gale.  (B')  1 

DUT. 

0 

1,33155 

1,33154 

-f  0,1 

1,33150 

—  0,1 

1,0 

1,33150 

1,33153 

-  0,3 

1,33150 

—  0,0 

3,0 

1,33152 

1,33152 

0,0 

1,33153 

—  0,1 

3,8 

1,33151 

1,33149 

-f  0,2 

1,33150 

-f-  0,1 

4,3 

1,33150 

1,33148 

-+0,2 

1,33149 

-f  0,1 

7,0 

1,33132 

1,33134 

—  0,2 

1,33132 

0,0 

8,1 

1,33131 

1,33133 

—  0,2 

1,33131 

0,0 

10,1 

1,33125 

1,33123 

4-  0,2 

1,33117 

-f  o,s 

12,3 

1,3311 

1,3311 

0 

1,3310 

4-1 

17,2 

1,3304 

1,33005 

—  2,5 

1,3305 

—  1 

18,1 

1,3304 

1,3305 

-  1 

1,3304 

0 

22,4 

1,3290 

1,3300 

—  1 

1,3299 

0 

Nous  allons  des  résultats  obtenus  chercher  à  déduire 
des  formules  pour  l’indice  de  réfraction  réduit  de  Peau, 
indice  que  nous  supposerons  développé  en  série  suivanl 
les  puissances  de  t,  savoir 

A(t)  «  yl(0)  +  l()-ô(^+^2+rf). 

Le  coefficient  de  l*  étant  le  meme  pour  nNa(t)  et  nu{t) 
dans  les  formules  (yl')  et  (JS'),  il  sera  encore  le  meme 
ici  et  Pon  aura  par  conséquent 

y  —  0,02134. 

De  plus  les  coefficients  de  t  diffèrent  si  peu  dans 
les  deux  formules,  qu’il  doit  suffire  de  déduire  la  valeur 
de  /?  de  la  formule  de  dispersion  à  deux  constantes 
seulement,  c’est-à-dire  de  l’équation 

nNa{t)  =  A(t)  +  -P 

A  Na 

nu(t)  ==  A(t)  . 


et  de 
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D'où  l’on  tirera  par  élimination  de  B(t),  en  se  ser¬ 
vant  de  la  valeur  des  deux  longueurs  d’onde  dont  nous 
nous  sommes  déjà  servi  précédemment, 

=  îlLiif)  3,8646  - ^Li{t))  •  (9) 

A  l’aide  de  cette  équation  on  trouve,  en  comparant 
les  coefficients  de  f, 

j3  =  — 2,759. 

Au  contraire  on  ne  peut  pas  employer  cette  équa¬ 
tion,  qui  lie  suppose  que  deux  coefficients  dans  la  for¬ 
mule  de  dispersion,  pour  déduire  la  valeur  du  coefficient 
de  £,  puisque  les  coefficients  de  t  sont  très  différents 
dans  les  formules  (A')  et  ( Bf ).  Ce  coefficient  reste  donc 
encore  indéterminé,  et  l’on  peut  écrire 

A{t)  =  ,4(0)+  10-6  [at  —  2,769  f  +  0,02184  f]  ,  (<?') 

d’où  l’on  tirera,  en  différentiant  par  rapport  à  t , 

=  10-6  [«  —  5,518  i  +  0, 00402  f].  (C) 


Mnthiessen  a  donné  la  formule  suivante  (Pogg.  Ann., 
t.  128)  pour  le  volume  de  l’eau  entre  4°  et  32°  G. 


V  =  1  — 0, 0000025300  (t  —  4)  +  0,0000083890  (f  — 4)2 
—  0, 000000071 73  (t  —  4)\ 


d’où  l’on  déduira  par  différentiation 

%  =  —  1 0“6  [73,085  —  18,4996 1  +  0,21519  f]  , 


ce  qui  peut  s’écrire  sous  la  forme 
dv 


dt 


10“6  •  3,8618  [31,748  —  5,504 1  +  0,06402  f] , 


où  f  a  maintenant  le  môme  coefficient  que  celui  qui 
figure  dans  la  formule  {C)  ci-dessus. 


16 
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En  faisant  la  comparaison  des  deux  expressions  de 

et  de  on  trouvera  une  concordance  presque 
dt  dt 

complète  des  coefficients  de  t  dans  la  parenthèse,  l’un 
*  note  a  ayant  une  valeur  qui  ne  diffère  de  l’autte  que  d’environ  ~  *, 
écart  tellement  petit,  qu’il  devient  insignifiant  de  savoir 
si  l’on  doit  supposer  que  cet  écart  provient  d’une  déter¬ 
mination  incomplète  de  la  dispersion  ou  d’une  erreur 
d’observation. 

Reste  la  question  de  savoir  si  l’on  doit  admettre 
que  a  aussi  est  égal  à  21,743,  ou,  ce  qui  revient  au  meme, 
si  l’indice  de  réfraction  réduit  présente,  de  meme  que 
le  poids  spécifique  de  l’eau,  un  maximum  à  4"  G.  On 
a  remarqué  qu’en  vertu  des  formules  (A)  et  (B)  les 
maximums  des  indices  de  réfraction  de  la  raie  du  sodium 
et  de  celle  du  lithium  ont  lieu  à  une  température  de 
0°,014  C.  et  0°, 171  G.,  différence  très  considérable  pour 
deux  raies  du  spectre  situées  à  si  peu  de  distance,  et 
qui  doit  aussi  apparaître  immédiatement  d’une  manière 
frappante  et  caractéristique  dans  les  expériences. 

Mais  le  maximum  de  l’indice  de  réfraction  ayant  lieu 
pour  la  longueur  d’onde  Xjva  =  10“6-  589mm,75  à  O°,0l4  G. 
et  pour  Xu  =  10— 6  -  67 lïnm,70  à  0°,i7l  G.,  il  ne  paraît  pas 
invraisemblable  qu’il  soit  situé  à  4°  G.  pour  une  lon¬ 
gueur  d’onde  infiniment  grande;  ou  inversement,  si  l’on 
connaissait  ce  dernier  maximum  et  si  de  plus  le  maximum 
de  l’indice  de  réfraction  de  Xya  était  situé  près  de  0°, 
on  ne  pourrait  pas  s’attendre  qu’il  eût  lieu  pour  Xu  à 
une  température  supérieure  à  celle  que  nous  avons  trouvée 
dans  les  présentes  expériences. 

Mais  si  nous  revenons  à  l’équation  (2)  du  commen¬ 
cement  de  ce  mémoire: 
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dA  __  dA  dv  <? J. 
dt  àv  dt'  dt' 


(J!  (ÿ[*$ 

et  si  y  nous  introduisons  les  valeurs  de  -y-  et  -7-  données 

dt  dt 

par  les  équations  (C)  et  (10),  on  verra  qu’elle  sera  satis¬ 
faite  pour  les  petites  variations  du  volume  de  l’eau  entre 
0°  et  30°  G.  pal¬ 


et 


dA 

dv 


1 

3,3013 


—  0,2976 


dA 

dt 


KM  (a  —21,748). 


(11) 


La  dernière  expression  s’évanouit  vraisemblablement 
d’après  ce  qui  précède,  et  on  aura  alors  comme  résultat 
des  présentes  expériences  une  détermination  exacte  de 
la  relation  qui  lie  la  variation  de  l’indice  de  réfraction 
réduit  de  Peau  entre  0’  et  30°  G.  à  la  dilatation  corres¬ 
pondante  et  en  même  temps  une  certaine  probabilité 
que  cet  indice  est  fonction  du  volume  seul. 

Nous  chercherons  maintenant,  au  moyen  d’autres 
expériences  sur  l’indice  de  réfraction  de  l’eau,  à  déter¬ 
miner  l’indice  de  réfraction  réduit  à  0°  ;  il  faut  alors 
commencer  par  un  examen  plus  approfondi  de  la  disper¬ 
sion. 

On  se  fait  rapidement  une  idée  de  la  dispersion  d’un 
corps  par  une  construction  graphique,  ce  qui  est  aussi 
un  moyen  excellent  pour  se  procurer  une  assez  bonne 
détermination  do  l’indice  de  réfraction.  Sur  un  tableau 
divisé  en  un  grand  nombre  do  petits  carrés  on  porte  comme 
abscisses  les  inverses  des  carrés  des  longueurs  d’onde  mesu¬ 
rées  avec  une  unité  arbitraire,  et  comme  ordonnées  les  in¬ 
dices  de  réfraction  correspondants  diminués  d’une  constante 

16* 
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arbitraire.  J’appellerai  courbe  de  dispersion  une  courbe 
construite  de  cette  manière. 

En  ce  qui  concerne  l’eau,  j’ai  trouvé,  connue  je  le 
démontrerai  plus  loin  par  des  nombres,  que  cette  courbe 
est  loujours  convexe,  c’est-à-dire  que  pour  tous  les 
] joints  connus  la  convexité  est  lournée  vers  la  direcliou 
positive  de  Taxe  des  ordonnées,  et  que  cela  a  lion  pour 
toutes  les  expériences  faites  jusqu’ici  aux  températures 
ordinaires.  Cette  convexité  diminue  avec  la  température. 
D’après  Rühlmann,  la  courbe  devient  rectiligne  à  S()°  (  1. 
et  se  transforme  ensuite  en  une  courbe  concave. 

Ceci  n’est  pas  une  singularité  particulière  à  l'eau; 
c'est  ce  qui  ressort  des  nombres  assez  exacts  de  Wüllner 
représentant  l’indice  de  réfraction  de  différents  corps 
(Pogg.  Ann.,  t.  133).  Cet  indice  est  déterminé  pour  les 
trois  raies  du  spectre  de  l’hydrogène  [H(V  11^  HÇ)  et  la 
courbe  est,  dans  les  calculs  de  Wüllner,  considérée  comme 
rectiligne ,  parce  que  celui-ci  n’a  appliqué  dans  ses  cal¬ 
culs  qu'une  formule  de  dispersion  à  deux  constantes. 

Ainsi  Wüllner  trouve  pour  la  glycérine: 


(Mis. 

(laie. 

l)ifC. 

na  =•  1,45:0  77 

1,458210 

1,4(>08<>8 

1, •11)080-1 

+  <>4 

H  1,4115004 

1, -105097 

. :i;i. 

On  voit  que  la  valeur  observée  de  l’indice  de  ré¬ 
fraction  est  plus  petite  que  la  valeur  calculée  [jour  la 
plus  petite  et  la  plus  grande  longueur  d'onde,  et  plus 
grande  pour  l’onde  intermédiaire;  d’où  l'on  peut  conclure 
que  la  courbe  de  dispersion  est  aussi  convexe  pour  la 
glycérine.  C’est,  de  la  meme  manière  que  se  comportent 
tous  les  mélanges  de  glycérine  et  d’eau,  le  mélange  d’un 
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volume  d’alcool  et  de  deux  volumes  de  glycérine,  ainsi 
que  les  différentes  dissolutions  aqueuses  de  chlorure  de  zinc. 

Ces  exemples  suffisent  pour  prouver  incontestable¬ 
ment  que  la  courbe  de  dispersion  peut  être  convexe. 
J’attache  de  l’importance  à  ce  fait,  parce  qu’il  est  en 
opposition  directe  avec  la  formule  de  Christoffel  (Pogg. 
Ann.,  t.  117),  dont  toutes  les  recherches  postérieures  n'ont 
pas  manqué  de  tenir  compte  et  à  laquelle  elles  ont  attaché 
mie  importance  qu’elle  aurait  en  effet  si  elle  était  d’ac¬ 
cord  avec  l’expérience.  Christoffel  a,  comme  on  sait, 
déduit  de  la  formule  de  dispersion  de  Cauchy  la  formule 
suivante 

_ _  n0]/% 

lATï+tÆir 

Dans  cette  expression  n’entrent  que  deux  constantes 
positives  n0  et  À0,  et  par  conséquent  il  serait  possible,  en 
vertu  de  cette  formule,  de  déterminer  la  dispersion  seule¬ 
ment  par  deux  observations  de  deux  longueurs  d’onde 
différentes.  Mais  cette  formule  est  en  effet  incompatible 
avec  une  courbe  convexe  de  dispersion.  Si  l’on  pose 

£  =3,  «  =  y, 

x  et  y  seront  les  coordonnées  de  la  courbe  de  disper¬ 
sion,  et  l’on  aura 

n0 

y  = 

V 1 +  1/1  — a: 

dy  n0  1 

dx  =  4  [/JZ+  '(i_l  /n+y 1 

d'y  _n0  1  _ r  J _ I _ 3 _ j 

da?  8  (1  —  a:)  (l-+  V/T=+)^  2(1 -+!/!  — a:)J  ' 
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Comme  x  ne  peut  pas  surpasser  1,  sera  posilif 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  et  par  conséquent 
la  courbe  de  dispersion  sera  toujours  concave. 

Comme  base  de  nos  calculs  nous  nous  servirons  do 
la  formule  de  Cauchy 

,  ,  B  -  C  -  D  . 

«  ~  j+?+7+?+.... 


et  nous  faciliterons  beaucoup  ces  calculs  on  détenninanl 
d’avance  A  en  fonction  linéaire  des  indices  do  réfrac¬ 
tion  correspondants  aux  différentes  raies  du  spectre 

dont  lions  nous  servirons.  Désignons  par  ...  /m 

les  différentes  longueurs  d’onde  pour  lesquelles  on  a 
déterminé  les  indices  de  réfraction  //a,  ...  y/,„,  ex¬ 
primées  au  moyen  d’une  unité  tout  à  fait  arbitraire. 
Si  l’on  pose 

1  _  1  1 

~  —  -jj  =—  /4,  ...  yj,  r~:  pm, 

Ai  A»  Am 

nous  aurons  pur  suite  les  m  ôcfiui Lions 

ni  ~  yl  +  fiPi  i‘  fyi  +•  •  •  •  j 


Mm  ssss  Si  “\~Hpm  "  1  '  Cph-\-  ...  ) 

qui  permettent  de  déterminer  mitant  do  eonslnnlos 
A,  B ,  ... 

Si  nous  considérons  l’équation 

_  «.5B..+  JP*?*  +  +  i>ma'n  n-n 

(pr-x)(pr-x)...(pm-^x)~  ~  p—x  pa—x  pm--x'  K’’ 

nous  voyons,  par  l’addition  des  fractions  dans  le  second 
membre  de  l’équation,  que  les  quantités  at,  «â,  ...  am 
satisfont  aux  éf(uations 
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«i+«2+  •  •  •  a,n  =  1  *  | 

a,  Vl  +  “*P‘  +  •  •  •  +  amPsm  =  0 ,  i 


(14) 


NOTE 


où  l’exposant  s  peut  prendre  toutes  les  valeurs  entières, 
depuis  1  jusqu’il  m —  1  inclusivement  En  multipliant  la 
première  équation  (13)  par  av  la  seconde  par  a2,  etc.,  et 
on  additionnant  les  résultats,  on  obtient 


A  —  •  •  •  CLin^m  , 

aquation  ([ni  peut  s’écrire  sous  cette  forme  plus  propre 
au  calcul  numérique 

A  =•== -»r|-«a(w9--,'i)"l  «3('V^»0+  •••  +  «»< («>»— «,)•  (15) 

Los  coefficients  a  peuvent  aisément  être  déterminés 
au  moyen  de  l’équation  (13)  par  décomposition  de  la 
fraction  qui  ligure  au  premier  membre  de  l’équation. 
De  cette  manière  on  trouvera 


PiPt'-'P* 

Pl(p—Pl)(p*  ■■pi)-"(p«‘—'pl) ’ 

PIPt  *  •  *  Pm 

" p,(Px . /vk?4  ~p-)---(p«>~ -py 


(IG) 


Pi  P-2  ‘  ■  •  Pm 

P’"  (Pi — V">)  ( Pt  ~~  Pm)  ■  ■  ■  (?”'—'  P »)  ' 

Si  lions  désignons  les  longueurs  d’onde  correspondantes 
aux  flammes  de  JA,  Na,  Th,  par  À,,  et  si  nous 

choisissons  Àx  comme  unité,  nous  aurons  d’après  Ketteler 
1  1 

-  1,1:18958,  —>  1,264030,  cl’où  —  1 ,  pt  =  1,29721, 

p8  -  1,6741  1. 

On  doit  ensuite  calculer  a,  et  «s  au  moyen  de  l’équa- 


tion  (16),  où  m  est  égal  à  3,  et  en  introduisant  ces  valeurs 
dans  (15)  on  trouve 

A  =  nu  —  19,127  («ato  —  nLi)  +  8,160  (%%  —  nu)  ■  (17) 

Pour  les  formules  suivantes  on  s’est  servi  comme 
base  des  calculs  des  valeurs  déterminées  par  Angstrom 
tant  pour  les  raies  de  Fraunhofer  que  pour  les  raies  du 
spectre  de  l’hydrogène.  Si  l’on  désigne  les  indices  de 
réfraction  de  ces  dernières  par  na,  n p,  «  ,  on  trouvera 

A  =  «a  — 5,988  (»£  —  na)-\-  3,0-16  {nr  —  na).  (18) 

A  l’aide  des  indices  de  réfraction  nB,  nD,  nE  et  nQ 
des  raies  de  Fraunhofer  B ,  D,  E,  G,  on  trouve 

A  =  nB-%9fiM(ni)-nB)+  17,197 (nE~nB)- l^M8[n0-nB)  (19) 

et  au  moyen  des  indices  de  réfraction  ne,  nE,  nE  et  nn 
des  raies  de  Fraunhofer  (7,  E ,  F ,  H, 

A  =  nc-^S,U5(nE-nc)  +  ^0,820(nE~nc)~~  1,5082 (nn-nd).  (20) 

Dans  les  deux  dernières  formules  on  a,  comme  on 
voit,  tenu  compte  des  quatre  premiers  termes  de  la  for¬ 
mule  de  dispersion.  La  question  de  savoir  si  l’on  peut 
avantageusement  faire  encore  un  pas  en  avant  et  tenir 
compte  de  plusieurs  termes  dépend  de  l’exactitude  de  la 
détermination  de  l’indice  de  réfraction,  les  erreurs  d’ob¬ 
servation  ayant  toujours  sur  les  valeurs  calculées  une  in¬ 
fluence  croissante  avec  le  nombre  des  termes  dont  on  tient 
compte.  Ainsi  on  reconnaît  par  les  équations  ci-dessus 
qu’une  erreur  sur  un  indice  de  réfraction  apparaît  dans 
A  presque  multipliée  par  30.  Pour  cette  raison  on  ne 
doit  vraisemblablement  pas  surpasser  la  limite  fournie 
par  les  formules  indiquées,  tant  qu’on  n’aura  pas  obtenu 
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une  précision  plus  grande  que  celle  qu’on  a  atteinte 
jusqu’ici  en  employant  le  prisme.  Si  par  exemple  l’on 
tient  compte  des  sept  premiers  termes  de  la  formule  de 
dispersion  et  que  l’on  détermine  A  par  les  indices  des 
sept  raies  de  Fraunhofer  de  B  à  ü,  on  peut  multiplier 
une  erreur  presque  par  mille  et  le  résultat  deviendra 
pour  ainsi  dire  indéterminé. 

Nous  allons  maintenant  chercher  à  déterminer  l’indice 
de  réfraction  réduit  de  l’eau  à  20°  G.,  température  au 
voisinage  de  laquelle  on  a  fait  la  plupart  des  observa¬ 
tions. 

Rühlmann  donne  pour  cette  température 
%  =  1,33075 ,  nNa  =  1,33294,  nTh  =  1,33485 
et  il  a  trouvé  par  le  calcul 

A  1,32361  ,  d’où  nlVa — A  ==  0,00933. 

Ici  on  n’a  tenu  compte  que  des  deux  premiers  ter¬ 
mes  de  la  formule  de  dispersion  et  on  ne  s’est  servi  que 
des  deux  indices  de  réfraction  correspondant  aux  raies 
de  Li  et  de  Th.  Si  l’on  tient  compte  de  trois  termes, 
on  obtiendra  au  moyen  de  l’équation  (17) 

A  =  1,32232  et  nA  —  A  =  0,01062, 

valeur  de  A  qui  est  considérablement  moindre. 

Laridolt  (Pogg.  Ann. ,  t.  117  et  t.  122)  donne  pour 
les  raies  du  spectre  de  l’hydrogène  à  20°  G. 

na  =  1,33111,  Hp  =  1,33712,  nr  =  1,34038 

et  en  a  déduit,  en  ne  se  servant  également  que  de  deux 
constantes  dans  la  formule  de  dispersion, 


A  =  1,32392 


tandis  que  la  formule  (  1S)  douta* 

/I  Minas. 

Wüllner  donne*  pour  les  même*  raie*  et  a  la  mène* 
température 

na  1,3îUI«,  MïITIlx  »r  Laioai, 

d'où  l'on  a  déduit  de*  la  même  manière 

A  Miuw, 

tandis  que  la  formule  (  18)  donne 
/I  Luam: . 

Au  moyen  des  résultats  presque  eoueurdunh  de* 

deux  observateurs,  on  trouvera  eu  outre 

//,w  Laaauu. 

Les  mesures ,  faites  par  Frauutadèr ,  de  l’iiidire  de 
réfraetiou  de  r«utu  a  lô  IL  ont  donné  des  remliab  un 
peu  trop  grands,  mais  celles  ne  sont  pourtant  pas  sans 
importunée  pour  la  détermination  de  la  dispersion» 
Comme  moyenne  de  deux  série*  dVxperieuees,  eu  trouve 

nB  barnHifiu,  tu*  banni,  /#/♦  i,naaA77 , 

ut:  tir  l,a«7Bwtf  Ut-i!*J7i* 

>ut 

(hi  en  déduit  par  la  formule  (lii) 

h  a* /i  O.oiai  i 

(‘l  par  la  formule  (l>0) 

ttf*  A  O,oin:to, 

Né^rliprtumt  quelques  observations  moins  exactes,  je 


ne  mentionnerai  encore  que  relies  de  va n  der  Willi^eu 
(  Verhaudl.  der  K.  A<*ad.  Amsterdam,  ltt(î<S). 

La  moyenne  des  observations  à  (),  et  à  <20°  (b 

donne 


il  H 

1  ,  ur 

o0 

1  ,»am> 

Ht: 

l,:tiîr.m,  /i/- 

1  ,:ï;î7(*7  ,  o,i 

l,:!ior,i 

n  U 

d'oti  l’on  conclut  an  vertu  de  la  formule  (  Ht) 
nu  -  A  Ojhluh 
(‘I  par  la  formule  (i()) 

///,--■  *1  (  Mu  loo . 

('.es  nombres  combinés  avec  roux  qui  sont  déduits  dos 
mesure:-*  de  Frauuhofer  ne  sont  pus  valables  exactement, 
pour  ûi r  C,. »  mais  >ont  cependant  tellement  prés  de 
t'être  qu’mit*  correction  r«dat i vo  à  l'écart  serait  presque 
insignifiante. 

Ou  peut  donc,  connue  ou  voit ,  trouver  des  valeurs 
tort  différentes  de  ///,  J  a  ^0“  (b,  savoir  en  se  servant, 
tlt*  la  formule  de  dispersion  a  deux  constantes 

IMhihiu  (Wülluerb 
ü%mmm  (handolt), 

0,umtîiî  (Hâhtmnnn), 

de  la  fonmde  â  trois  constantes 

ihmmn  ( Wüllner), 

<Umhhvj  (Landolt), 

0,<»um2  (Kühlumnu), 

et  tle  relit»  a  quatre  constantes 


254 


O.oioso  (Fraunhofer), 

0,01106  (van  der  Willigen), 

0,01214  (Fraunhofer), 

0,01218  (van  der  Willigen). 

Ces  résultats  sont  intéressants  sous  plusieurs  rap¬ 
ports.  On  voit  ii  quel  point  est  incertaine  et  difficile  la 
détermination  de  l’indice  de  réfraction,  car  les  écarts 
des  résultats  obtenus  de  différentes  manières  influent 
même  sur  la  troisième  décimale,  et  on  reconnaît  que  la 
dispersion  des  corps  en  général,  l’eau  n’étant  pas  vrai¬ 
semblablement  une  exception  particulière,  ne  peut  pas 
être  déterminée  par  l’observation  des  indices  de  réfrac¬ 
tion  de  deux  ou  de  trois  raies  spectrales,  ainsi  qu'on  l’a 
jusqu’ici  supposé  habituellement,  mais  que  la  dispersion 
doit  nécessairement  être  l’objet  d'un  examen  plus  appro¬ 
fondi  et  plus  particulier. 

Les  écarts  des  valeurs  de  nu — A.  citées  ci-dessus 
jouissent  pourtant  d’une  certaine  régularité,  qui  jette 
quelque  jour  sur  la  dispersion  de  l'eau.  On  voit  par  les 
valeurs  plus  grandes  qu’on  obtient,  si  les  calculs  sont 
faits  avec  trois  constantes  au  lieu  de  deux,  apparaître  la 
convexité  de  la  courbe  de  dispersion,  et  on  reconnaît  de 
plus  que  cette  convexité  est  plus  grande  si  la  courbe  est 
déterminée  par  nLi,  nNa ,  nTh  que  si  elle  l’est  par  les 
indices  de  réfraction  des  raies  du  spectre  de  l’hydrogène, 
qui  sont  plus  voisines  de  la  partie  la  plus  réfrangible 
du  spectre.  Que  ceci  ne  soit  pas  accidentel,  c’est  ce  qui 
devient  évident  par  les  valeurs  calculées  au  moyen  de^ 
quatre  constantes ,  valeurs  qui  précisément  sont  plus 
petites,  tant  d’après  les  mesures  de  Fraunhofer  que  d’après 
celles  de  van  der  Willigen ,  si  elles  sont  calculées  au 
moyen  des  rayons  les  plus  réfrangibles.  En  outre  la 
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courbe  de  dispersion  est  rectiligne  d’après  les  observa¬ 
tions  de  Rühlmann  à  80°  G.;  elle  devient  de  plus  en 
plus  convexe,  si  la  température  diminue,  et,  comme  nous 
l’avons  vu,  cette  loi  est  valable  en  particulier  pour  la 
partie  la  moins  réfrangible  du  spectre.  Par  suite  l’indice 
de  réfraction  pour  la  raie  D  par  exemple  croît  en  même 
temps  que  décroît  la  température,  même  si  la  tempéra¬ 
ture  est  inférieure  à  4e,  ce  qui  vraisemblablement  pro¬ 
vient  de  la  convexité  croissante  de  la  courbe  et  non 
d’un  accroissement  de  l’indice  de  réfraction  réduit.  Il 
est  vraisemblable  aussi  dans  une  certaine  mesure  que 
le  maximum  de  l’indice  de  réfraction,  qui  peut-être  a 
lieu  précisément  à*'  0°  pour  une  longueur  d’onde  com¬ 
prise  entre  D  ci  £,  est  de  nouveau  situé  à  une  tempé¬ 
rature  plus  élevée  pour  la  partie  la  plus  réfrangible  du 
spectre;  ainsi  il  est  peut-être  situé  à  peu  près  à  2°  pour 
la  raie  IL 

Si  nous  cherchons  à  déterminer  l’indice  de  réfrac¬ 
tion  réduit  de  l’eau  par  les  observations  citées  ci-dessus, 
on  reconnaît  que,  bien  qu’on  ne  puisse  pas  obtenir  une 
grande  précision,  la  valeur  de  cet  indice  doit  pourtant 
être  estimée  notablement  plus  petite  que  celle  qu'on 
lui  a  altribuée  jusqu’ici.  L’évaluation  au  moyen  de 
quatre  constantes  doit  être  la  plus  correcte,  et  parmi  les 
valeurs  obtenues  dans  ce  cas  celles  de  van  der  Willigen 
doivent  être  les  plus  exactes ,  parce  qu’elles  concordent 
le  mieux  entre  elles.  Leur  moyenne  donne 

nD  —  A  =  0,0116, 

tandis  que  tous  les  autres  observateurs,  Fraunhofer  excepté, 
ont  trouvé  presque  la  même  valeur 

H  i)  =  1,3330 , 


ôf> 


(l'oit  il  suit  que 

J  Miîtt» 

valeur  (|tti  s’appliqiM'  a  IVati  a  -JO  , 

Si  nous  fat>oîH  lltj potlie*** ,  « ji ü  a  ju **^*11!  «luit 

être  pour  plusieurs  raison*.  reputee  vtm  semblable,  que 
l'indice  do  réfraction  a  mu*  maximum  a  la  meme  tiiiipi^ 
rature4  que  relie  tin  pimP  « l«*  iVau,  «ai  bornera, 

comme  on  l'a  remarque,  que  la  \u!»*iii  ##  «pu  entre  dan* 
lus  équations  ((')  ut  ( O  ed  égalé  a  *J,7u,  -a  V nu  part 
de  la  formula  do  Mafltir^em  ou  bien,  nuuiue  »  **! t*-  for¬ 
mule  donne  uttr  température  ttn  peu  hop  gtande  peur 
ee  maximmu  <în,  plu*  «Aurlenn  ni 

I#  -  I  ,Uu  , 

valant*  «jttî  correspond  a  un  îis.i \ ïiiiiiin  *  1**  I  indin*  *|r  ré¬ 
fraction  réduit  situe  précisément  a  î  f», 

Au  moyen  de  l'equation  {(  A  ou  tmm»*  do  pim, 

JfOf  Iæh*. 

ce  (|tii  fait  tpte  «vite  équation  peut  -S» »*  in#*  la 

forme* 

A{t)  ^-v  l%:t2tit  10  ijauf  itanttai f‘j t  ff*#) 

«[ni  est  valable*  de  i  O"'  a  t  .10  t», 

II 

T/irenc  tir  I*  tnt  lier  tir  $*rfi*ttrUtm  rrthtii, 

t  «nantie  point  de  départ  lies  présent**»  \ erherrbe» 
nous  nous  servirons  des  équation»  «lilTerentielle*  d***  libra¬ 
tions  lumitteuses  que  j’ai  établies  dan»  le*  Annule*  de 
Pogg, ,  t.  118  et  t.  m  (quatrième  eî  cinquième  mémoire 
di1  eette  édition)»  (les  équation»  *onf 
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dy  \dy  dx)  dz\dx  dz  )  o?  dtf' 

d  fdrj  ec\  d  /d£ _ 8vj\  _  i  82rj 

dz  dy)  dx  \dy  dx)  eu2  df  ’ 

JL(îi—Oî\  —JL(d2—0ç\  =  Lîç 

dx  \&»  dz)  dy  dy)  co  df  ’  . 


u) 


où  x ,  y .  z  désignent  les  coordonnées  d'un  point  de 
Pespace,  t  le  temps,  £ ,  y,  C  les  composantes  de  la  vibra¬ 
tion  lumineuse  suivant  les  trois  axes  et  w  une  fonction 
de  x ,  ?/,  z. 

La  dernière  fonction  se  réduit  à  mie  constante  pour 
un  milieu  véritablement  homogène  et  désigne  alors  la 
vitesse  de  la  lumière  dans  ce  milieu;  mais  seul  le  vide’ 
c’est-à-dire  P  espace  qui  ne  contient  aucune  masse  ap¬ 
préciable  de  matière  pondérable,  peut  être  considéré 
comme  véritablement  homogène,  tandis  que  tous  les  corps 
dits  homogènes  ne  peuvent  être  considérés  comme  tels 
qu’e  napparcnce.  La  fonction  <o  est  donc  pour  de  pareils 
milieux  une  fonction  périodique  des  coordonnées  de 
Pespace,  c’est-à-dire  la  somme  d’une  constante  et.  d’une 
quantité  dont  la  valeur  varie  d’une  manière  continue  avec 
les  coordonnées  et  qui  reprend  régulièrement  les  mêmes 
valeurs  dans  les  mêmes  intervalles  ou  périodes. 

Les  intégrales  générales  des  équations  différentielles 
ci-dessus  peuvent  être  écrites  sous  la  forme  d’une  somme 
de  termes  dont  chacun  contient  l’un  des  facteurs 


C  =  cos  (kt  —  Ix  —  my  —  nz  —  d) 
ou 

S  =  sin  (kt  —  Ix  —  nn/  —  nz  —  d) , 

où  k,  Z,  m,  w,  d  sont  des  constantes  dont  la  valeur 
change  d’un  terme  à  l’autre. 

Ces  facteurs  sont,  comme  on  voit,  des  fonctions  péri- 


odiques  (uni  par  rapport  à  l'espace  qu'au  temp*-  et  repré¬ 
sentent  nno  onde  plant1  progressive,  dont  la  période  dam 
la  direction  de  la  normale  au  front  de  Tonde  e>f  la  lan¬ 
gueur  d'onde ,  et,  dont  la  période  relative  au  temps  t*q 
la  durée1  (Tant1  vibration.  la*  rapport  de  ns  quantité*, 
est  la  vitesse  de  la  lumière. 

Connue  coefficients  île  ces  facteurs  figurent  de-  quan¬ 
tités  qui  dépendent  seulement  de  la  fonction  la  seule 
fonction  donnée  de  //,  z  qui  entre  dans  I ts  équations 
dinv*rcfcnt itdli's,  et  <(iü  par  conséquent  doivent  eîtv  rumine 
elle  des  fouetinns  périodiques.  Ces  fonctiom  («a indique-*, 
peuvent  être  considérées  chacune  en  particulier  rumiuc 
la  somme  de  deux  termes,  savoir  d’une  quantité  con¬ 
stante,  qui  est  la  valeur  moyenne  de  la  fonction.  **t  d  une 
fonction  purement  périodique,  rVst-a-dire  d'une  fonction 
dont  la  moyenne  est  nulle,  La  moyenne  de  la  fonction 
s'obtient  en  multipliant  celle-ci  par et  intégrant  ditîo 
toute  l'étendue  du  volume  du  corps,  ou  au  ttntim  dam  une 
partie  suffisamment  grande,  et  eu  divisant  par  ta*  wtiume. 

Si  nous  n'avom  en  vue  que  le  terme  de  lintegralr 
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écrire 
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fonctions  périodiques.  Dans  les  roeffieieiifs  t\v  s  ou  a 
néglige  les  constantes,  car  ou  peut  suppt  e«er  q?i  *  *  î  1  *  *  s  si  ad 
devenues  milles  par  une  transformation  «le  coordonner ,, 
Li*  problème*  que  nous  avons  en  un*  e*l  nmlrmrnl  «le 
déterminer  Tindice  de  réfraction  réduit  du 


torjo  en 
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question,  c’est-à-dire  la  limite  dont  s’approche  le  rap¬ 
port  des  vitesses  dans  le  vide  et  dans  le  corps  quand 
la  longueur  d’onde  croît  indéfiniment.  Nous  faisons  par 
conséquent  l’hypothèse  que  la  période  de  C  et  S  dans 
la  direction  de  la  normale  est  d’un  ordre  plus  grand 
d’une  unité  que  les  périodes  de  <?2,  etc.* 

Si  dans  les  équations  différentielles  (J.)  on  introduit 
les  expressions  de  f,  C  fournies  par  les  équations  (1), 
les  différentiations  donneront  des  quantités  de  différents 
ordres.  Tandis  que 


d^c 

^dx~ 


et 


-  e t2  0/ 


NOTE  8 


par  exemple  sont  en  général  des  quantités  du  même 
d2Ë 

ordre,  est  au  contraire  d’un  ordre  plus  grand  de 

deux  unités,  parce  que  la  période  de  f2  est  présumée  d’un 
ordre  plus  petit  d’une  unité  que  celle  de  G. 

Or  tous  les  termes  de  l’ordre  le  plus  élevé  doivent 
sc  détruire  mutuellement,  et  par  conséquent  on  obtient, 
après  avoir  lait  la  substitution  mentionnée  dans  la  pre¬ 
mière  équation  (J.), 

L  (dl?^dJk\  _  1  (8Jt __ dJk \  _  0 

ô y  \  dy  ôx  J  dz\dx  dz  ) 

Au  moyen  des  deux  autres  équations  (A)  on  obtiendra 
des  expressions  analogues. 

Il  s’ensuit  qu’011  doit  avoir 


-  _  dF  _  ftf’  r  = 

ç-  ~  ôx  ’  Th  '  dy ’  -  dz 


(2)  *  NOTE 


où  F  est  une  fonction  périodique. 

Si  l’on  différcntie  la  première  équation  (A)  par  rap¬ 
port  à  æ,  la  seconde  par  rapport  à  y  et  la  troisième  par 

17 


rapport  à  a  on  obtiendra  on  les  additionnant 

fl  /  1  Pi\  fl,  1  t'rA  <■■/  i  i’;\ 
ttAw'/r)  <;/\«;ir  I  .\*w.'r  I 

et  par  c(Hist''(|in‘iif ,  en  tHylijjeanl  le-  ijiiantite-  il'nrdiv 


fl 

iiï 


inférieur, 

1  ,  AF\ 

war" 1  a*  i 


il  I  1 
fi  g  [ai 


fl  F 

i  l/  j 


f: 


A  $1 


NOTE  10, 


dette  équation  détermine  la  fonction  l*\  qui  doit  eu 
outra ,  par  suite  des  équations  t «K  ^al i^fai a  la  condi¬ 
tion  que  sus  dérivées  par  rapport  a  *#\  g ,  **  soient  des 
fonctions  périodiques. 

Si  de  est  un  clément  de  \oliime  dis  rorpN  r  t* *  vo¬ 
lume  total  on  une  partie  dit  volume  MïflNitinsiHtf  mande, 
on  doit  par  conséquent  avoir 

tVe  fi  F  ùlr  fi  F 

J  r  (Kv  ’  é  r  f/i/ 

l'intégration  étant  «‘tendue  a  tout  le  volume  #*. 

On  doit  de  plus  déduire  des  équations  |  J)  le 
lions  qui  serviront  a  la  détermination  de  rindire 
fraction  réduit.  Si  Ton  introduit  les  expressions  dt 
dans  les  équations  ef  .si  bon  compare  li  s  cueftieieuts 
de  C\  on  obtiendra  par  la  première  équation 

i«L  l{fi  :  •  <„)  •  -  M, 


C.ir  fl  F 

)>■  fl; 


Ui 


*  equa- 
de  re- 
C.  Ü 


(/a  !  w*  i  «U 


(h 


2  étant  uni1  somme  de  four  lions  périodiques,  que  iioih 
n’avons  pas  besoin  dt*  delîtttr  uvee  plus  dt»  pr«  risiou. 

Si  nous  multiplions  Ft;« jiniiit m  ainsi  obtenue  par 

«t  si  nous  intégrons  dans  toute  retendue  du  volume  r, 

cette  somme  2*  s’évanouira;  et  si  Ton  remplace,  eu 

fi  F 

vertu  de  l'équation  (tî),  par  ^  ,  ou  obtiemtra  au  moyen 

de  la  première  équation  (/I)  lu  première  des  trois  relations 


tant  los  deux  dernières  sont  d<4duile‘s  d'une4  manière* 
maloguK*. 

Mais  la  vitesse4  de  la  lumière4  dans  le  corps  est  en 
général ,  d'après  la  définition  de  la  page*  *258,  exprimer 
>ar  h‘  rapport 

k 

VP  ;  w*  \ 

d,  si  la  vitesse*  dans  le  vide  est  O,  rindiee  de  réfraction 
•horehé  sera  déterminé  par 

OVP  1  nP  i  nà 

A  k 

(le4  rapport  n'est  pas  en  général  le  même  pour  toutes 
es  directions  de  vibration,  mais  on  pend  cependant  tou- 
ours,  comme  je  l'ai  démontré  ailleurs  (Pogg.  Ann,,  i.  1 18; 
[uatrieme  mémoire4  de  la  présente  édition),  choisir  les 
lirections  des  axes  de*  coordonnées  rectangulaires  de 
edle  manière  <pm  le*s  vibrations  qui  sVfïed  lient  dans  les 
liredions  des  uxens  se  propageait  élans  une1  direction  per- 
londieutaire4  aux  axe\s.  Si  l'on  considéré  semlement  le\s 
vibrations  <[ui  sVfîeed  tient  dans  la  direedion  de*  Puxe  des  j\ 
m  peut  poser 

<>,  c  -  ^ 

*t  alors  la  normale4  â  Ponde4  plane4  est  p<4rpemlîeulairei  à 
'axe4  dt4s  j\  d'on  il  suit  cjue» 


I‘;u*  nmsûquonl  l'hulin*  ilr  ivlïartiou  n-latil"  .t 
vibrations,  indice  que  niitw  deMjnuTuu-  par  i(,  a 
pour  expression 

OV»lS  h 

k 

Nous  rnuplam-uns  F  par  uin*  !**nt*t »* *ti  muni 
dtdmnintV  par  |Y*quatiun 

F  r\r  -  f{e  i  £|, 

uù  r  est  une  constante,  et  uuti*  po^eruii»* 


ou  (J>  c^st  une  fui ir I it *i t  pu ludique  qui  Vrvanuuira 
dehors  du  corps  s  l’un  stppen*  qu'il  est  eutnure  pu 
vide*  pour  lequel  m  est  ejsul  a  Ot 

( les  substitution^  traü^turuiiiit  l'équation  p»|  h? 


k  vf  k  kf  ï  iy 

Jtf  -  y»  /  •  .  ç  1  :  ,  y*  / 

7  <\r  e*r  c.?i/ #  ci/  eC  f  r% 


r,r  ' 


cm 


J  f 


'V 


r  i; 


*’V 


iV  /Y* 


taudis  que  la  première  juat ii fit  fil  de\iruî 

J  V  i\t 


II. 


ha  première 

(m%  : 

Si  Fou  pose 


équation  (5)  donnent  pour  / 


(fiai4  ,,  #i"f 
F 


ü 


ci. 


4G3 


on  trouvent,  en  éliminant  c  au  moyen  de  l’équation 
précédente,  que  l’indice  de  réfraction  réduit  est  déterminé 
pour  les  vibrations  parallèles  à  l’axe  des  x  par 


<>+St£H>+0(1+£) 


(8) 


Dans  celle  équation  il  faut  déterminer  <p  au  moyen 
de  l’équation  différentielle  (7)  combinée  aux  deux  con¬ 
ditions  qui  résultent  des  équations  (4),  à  savoir 


'dvô<p  O 
I  v  fly 


(9) 


Nous  considérons  comme  démontré  qiéon  peut  choi¬ 
sir  les  directions  des  axes  de  coordonnées  de  manière  à 
avoir  en  meme  temps 


% 


0, 


r 

So 


0  et  l  0, 


d’où  résulte  que  les  deux  dernières  équations  (5)  devien¬ 
nent 

<io) 

On  supposer  doue,  que  ces  conditions  sont  déjà  rem¬ 
plies  par  le  choix  des  directions  des  axes. 

De  Péquation  différenlielle  (7)  on  déduit  par  inté¬ 
gration 


9 


t 

4  TT 


Wdv'  (<!?'  , 
di)  r  Ç  V&r'  ' 


*  (11)  ‘NOTE  11. 


où  l’on  a 

>•  —  V'{x . xJ  |  (y-  -yJJr{z--z,)\ 

dvf  ~  dx'dy'dz' , 

et  où  </>'  et  <p  sont  deux  lonctions  formées  avec  x',  y\  zf 
comme  <p  et  <[>  le  sont  avec  x,  y,  z. 
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On  peut  ici  supposer  que  l’intégration  est  étendue 
à  tout  l’espace  infini;  mais  on  voit  que  tous  les  éléments 
de  l’intégrale  pour  lesquels  le  point  (x,  y\  zf)  est  situé 
en  dehors  du  corps  s’évanouissent  par  la  raison  que  <ff 
est  nul  ici. 

Nous  introduirons  cette  valeur  de  <p  dans  l’expression 

^dv  d<p 

J  v  8æ‘ 

Nous  supposerons  que  le  volume  aux  limites  du¬ 
quel  cette  intégrale  doit  être  étendue,  et  qui  doit  seule¬ 
ment  satisfaire  à  la  condition  d’être  assez  grand  pour 
que  l’intégrale  puisse  représenter  la  moyenne  de 
est  une  sphère  située  à  l’intérieur  du  corps  et  ayant  son 
centre  à  l’origine  avec  un  rayon  R  suffisamment  grand. 

Si  l’on  pose 

dv  =  ^o*sin  ddpdddco, 
l’expression  ci-dessus  peut  s’écrire 


En  intégrant  par  parties  le  dernier  terme  par  rap¬ 
port  à  0,  on  transforme  cette  expression  en 


/j2  7T 

\sin6eosddff  \dû>  {p2<p) . 


d 


(12) 


Si  Ton  désigne  par  P  la  partie  de  cette  intégrale 
qu’on  obtient  en  remplaçant  <p  par  le  premier  terme  de 
(11)  et  si  l’on  pose 
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1  d  tdv'  (dtp'  \ 

4 nFx)T4’  W'  +  i) 


—  I  cosâ- 


■!’  P 


vO  €-0  t/0 


en  introduisant  des  coordonnées  sphériques  et  en  rem¬ 
plaçant  pour  abréger  ^^(g^  +  0  par  f,  on  obtiendra 


■_&C 


if1' ue  Y  ypp\^tp y iJ~) 


r  =  VV>*+/o'2—  S^^X^^^s^'+sintfsiniÿ'costâ;— û/))~. 


Mais  on  a,  comme  on  sait, 


4tt  , 

^  ^  1  /?  t  r 

Vsin  dddxdco—  =  . 

^  _ ^  nnmi  ^  ^ 


7  pour  /><//, 


•|;r(3cos25'— -l)^  pour  /?>// 
,  7„C27  3 cos  5  —  1  3  V  V  F  ^  ^ 


r»7c 

isin  d  c£d  Ww  • 
«Jo  Jo 


a 

4-7r(3cos2d'— l)4s  pour  p<p'*  *note 
P 


En  vertu  de  ces  formules  on  obtiendra 


^indW^^  - ^ 'YV+  5 (cos2 ff- i)p^r f  • 


Or  on  a 


r %R  r%P 

$7*7^' ~  ^ 
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V  = 


Gomme  on  peut  supposer  que  le  corps  et  par  suite 


R  est  aussi  grand  qu’on  veut,  le  terme  W7  f  a  une  va- 

vrP 

leur  insignifiante  et  on  obtient  seulement 


■  |  iï  yR  pn \sin  6' dd\dc 


ou,  en  revenant  aux  coordonnées  rectangulaires  et  en 
remplaçant  f  par  sa  valeur  originelle, 


Reste  encore  à  remplacer  <p  dans  l’intégrale  (12)  par 
les  deux  derniers  termes  de  l’équation  (11).  Mais  en 
faisant  sur  ces  deux  termes  des  calculs  analogues  aux 
!  note  13.  précédents ,  on  trouvera  pour  résultat  zéro  *,  et  on  ob¬ 
tiendra  par  conséquent 

££--*£'(£+*)•  (13> 

D’une  manière  analogue  on  obtiendrait 


ïdv  bcp _  t  rdv  d<p 

)  v  ôy  ^  by 

[<^$9  —  __i  rdJL 
J  v  ôz  ¥  J  v  ^  b  z  ' 


Ces  équations  montrent  que  l’intégrale  <p  déterminée 
par  l’équation  (11)  satisfait  aux  deux  conditions  (9),  car 
celles-ci  peuvent  à  présent  être  déduites  des  équations  (10) 
au  moyen  des  deux:  équations  ci-dessus. 

L’indice  de  réfraction  réduit  Ax ,  correspondant  aux 
vibrations  parallèles  à  l’axe  des  æ,  était  dans  l’équation  (8) 
déterminé  par 


4+$t£)-$7‘i+«(1+ 


au  moyen  de  (13)  nous  pouvons  éliminer 
obtiendrons  de  cette  manière 


*dv  d<p 
\  v  dæ 


et  nous 


l+l'-iM’+l)'  (U) 

De  même  nous  pouvons  déterminer  l’indice  de  ré¬ 
fraction  correspondant  aux  vibrations  parallèles  aux  axes 
des  y  ou  des  et  nous  pouvons  aisément  former  d’une 
manière  semblable  les  équations  analogues  à  (14)  et  (7). 
Il  va  sans  dire  que  pour  les  corps  isotropes  les  calculs 
exécutés  ci-dessus  sont  valables  en  général  pour  une 
direction  quelconque  des  vibrations. 

Les  calculs  ont  jusqu’ici  été  faits  sans  intervention 
d’aucune  hypothèse.  Mais  si  l’on  compare  le  résultat  obtenu 
par  le  calcul  avec  les  résultats  des  expériences,  on  recon¬ 
naît  qu’il  se  présente  une  hypothèse  très  naturelle,  dont 
il  faut  développer  les  conséquences  théoriques ,  et  l’on 
verra  alors  s’il  est  possible  d’obtenir  de  cette  manière 
des  connaissances  sur  la  constitution  moléculaire  des  corps. 

On  sait  que  les  expériences  montrent  avec  un  cer¬ 
tain  degré  d’approximation  que  le  pouvoir  réfringent 
(A2 — i)v  et  aussi  —  qu’on  peut  encore  écrire 
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j  o  4 

sous  la.  forme  t  ^  conserve  une  valeur  constante  par 
les  variations  de  volume  du  corps.  On  peut  en  conclure 
que  la  fonction  du  volume  et  de  l’indice  de  réfraction 

A2- 1 
A24-2V 

donnée  par  la  relation  (14)  doit  de  même  être  supposée 
*  note  il  approximativement  constante* 

On  doit  donc  en  premier  lieu  rechercher  si  cette 
propriété  dépend  de  l’invariabilité  de  la  fonction  <p,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  de  l’indice  de  réfraction  molé¬ 
culaire.  Une  conséquence  immédiate  de  cette  invaria¬ 
bilité  sera  alors  la  possibilité  d’admettre  des  molécules 
invariables  séparées  par  des  intervalles  vides.  Ces  molé¬ 
cules  doivent  nécessairement  être  considérées  comme 
transparentes,  car  dans  le  cas  contraire  le  corps  ne  pour¬ 
rait  pas  être  lui-même  parfaitement  transparent. 

D’après  cette  hypothèse,  la  fonction  p  =  —  —  1 
est  invariable  à  l’intérieur  des  molécules  et  nulle  en  dehors 
de  celles-ci,  de  sorte  que  tous  les  éléments  de  l’intégrale 
qui  figure  dans  (14)  s’évanouissent  .au  dehors  des  molé¬ 
cules.  Cette  intégrale  contient  encore,  outre  le  terme  in¬ 
variable  (p,  la  fonction  <p,  que  nous  chercherons  à  déter¬ 
miner  plus  complètement  pour  les  corps  isotropes,  sans 
faire  pourtant  aucune  hypothèse  nouvelle  pouvant  res¬ 
treindre  l’idée  de  la  forme  des  molécules  ou  de  leur 
indice  de  réfraction. 

Il  sera  ainsi  indifférent  pour  les  calculs  qui  suivent 
de  supposer  qu’une  molécule  est  simple  ou  constituée 
par  un  système  invariable  de  plusieurs  molécules. 

Dans  un  corps  isotrope  nous  supposerons  que  les 
molécules  sont  disposées  irrégulièrement,  de  telle  manière 
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que  toutes  les  molécules  de  même  nature  se  trouvent 
orientées  dans  toutes  les  directions  possibles. 

Si  l’on  attache  à  chaque  molécule  un  système  de 
coordonnées  qui  lui  soit  invariablement  lié,  et  si  les  axes, 
que  nous  désignerons  par  <rq  5,  c,  passent  par  des  points 
analogues  dans  les  molécules  de  même  nature,  un  point 
d’un  des  axes  parcourra  successivement  tous  les  éléments 
d’une  surface  sphérique,  si  l’on  passe  d’une  molécule  à 
l’autre. 

On  a  déduit  l’intégrale  (11)  de  l’équation  différen¬ 
tielle  (7)  qui  donne  la  fonction  y .  Cette  intégrale  peut 
encore  s’écrire 


1  (W1 


A 

dy'V  dy’ 


1  rd(Pr 

dz,<r>  dz' 


Cette  intégrale,  qui  est  étendue  à  tout  le  corps,  peut 
être  divisée  en  deux  parties,  dont  Pune  comprend  seule¬ 
ment  Punique  molécule  à  laquelle  appartient  le  point 
(, x ,  y ,  3),  et  dont  l’autre  s’étend  à  toutes  les  autres  molé¬ 
cules  du  corps.  Nous  désignerons  la  première  partie 
par  jj^et  la  seconde  par  ^e\ 

Si  l’on  pose 


y  -  L[k\±JôJ,+l)+±^+±<P'd^ 

4 jrjr  [dx,V\d.rf  ^  T  dy'V  dy'^  dz'V  dz' 
/»(«) 

y  1  \dv'\d  6  .,dX'  Ô  dx' 

S(i) 

dv'  [  d  ,dX'  .  d  r,dX'  d  „  dX' 
r  dx '  ^  dx'  dy'  ^  dy'  '  dz!  ^  dz’ 

/»(«) 

v  _  J_\A 

'  8  4h-  j  r 


d  lfdx'  ,  d  ,,dX’  d  ,  ÔXL 

dx’^  dxr~^  dy’^  dy’  +  ds!  ^  dz! 


(15) 


270 


et  ainsi  de  suite  à  l’infini,  on  obtiendra  l’expression  ci- 
dessus  de  <p ,  en  posant 


NOTE  15.  À'+^  +  *a  +  A;+...  =  C*  *.  (16) 

Les  expressions  analogues,  qu'on  obtient  en  rempla¬ 
çant  les  lettres  X  et  x  par  Y  et  y  ou  par  Z  et  z,  seront 
désignées  par  F,  F2,  .  . .,  Z ,  Zx,  Z, ,  ... 

Si  l’on  a  déterminé  une  fonction  A  des  coordonnées 
a,  6,  c,  correspondant  à  la  molécule  en  question ,  par 
l’équation 


A  == 


/i(0 

r" 


,  JL 

56'  ^  6b'  '  de’  ^  8c' 


où  a,  J,  r,  a',  V ,  c'  remplacent  y,  -2,  y',  2',  et  deux 

autres  fonctions  analogues  B ,  C  par  les  deux  équations 
analogues,  obtenues  en  remplaçant  A  et  a  par  B  et  b  ou 
par  C  et  c,  on  peut  alors  facilement  déterminer  la  fonc¬ 
tion  X  valable  pour  toute  autre  position  de  la  molécule. 
Cette  position  est  déterminée  par  l’angle  6  que  fait  l’axe 
des  «2?  avec  l’axe  des  a ,  et  par  l’angle  co  que  fait  le  plan 
des  coordonnées  (a,  b)  avec  un  plan  passant  par  l’axe 
note  16.  des  x  et  l’axe  des  a.* 

Multiplions  par  cos  6  l’équation  ci-dessus,  qui  déter¬ 
mine  X,  et  par  sin#cos<a,  sin0sin<w  respectivement  les 
équations  qui  déterminent  B  et  C;  puis  additionnons 
les  trois  équations  obtenues  de  cette  manière.  En  rcmar- 
note  17.  quant  qu’on  aura  pour  toute  fonction  F*  • 


b  8F  d  8F  .  d  8  F  8  B  F  ,  ô  f8F  .  B  BF 
8a/  8a  +  8b *  8b  +  8c  $  8c  8x v  8x  +  dy^Ôy  +  dz^’dz  ’ 


et  qu’on  a  de  plus 
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¥  a  l¥  •  a 

~f-,  cos  0  +  -ïjj  sin  0  cos  m 
da  ou 


¥  ■  a-  ¥ 
Wsmâsm<0=^ 


on  reconnaîtra  que  la  somme  a  la  meme  forme  que  la 
première  équation  (15),  et,  en  comparant  cette  somme 
avec  cette  équation,  on  obtiendra 


X  =  ^4.cos^-|~^sin^cosû>  -f-  Csin^sin^. 


Nous  chercherons  maintenant  à  déterminer  la  valeur 
des  termes  obtenus  en  remplaçant  successivement  dans 
(14)  <p  par  X,  Xv  etc.,  et  nous  déterminerons  en  premier 
lieu 


s 


d.V(p 


dX 
dx  ’ 


où  l’intégrale  embrasse  toutes  les  molécules -du"' corps. 
On  peut  effectuer  cette  intégration  en  passant  drun  point 
d’une  molécule  au  point  correspondant  d’tme.  autre  de 
même  nature  et  en  continuant  de  cette  manière  cq  par¬ 
courir  toutes  les  molécules  de  même  nature,  situées  dans 
des  positions  différentes,  et  ensuite  eiljpassant .dp  pre¬ 
mier  point  à  tous  les  autres  points  de  la-molécule.  On 
peut  exprimer  ceci  d’une  manière  plus  brève,* ce  que 
nous  préférerons  dans  ce  qui  suit,  en  disant  qu’on  rem¬ 
place  dans  l’intégrale  ci-dessus  l’élément  correspondant 
au  point  (a,  ô,  c)  d’une  molécule  par  la  moyenne  de  toutes* 
les  valeurs  que  prend  cet  élément  quand  on  fait  tourner 
la  molécule  dans  toutes  les  directions.  Si  la  position  de 
la  molécule  est  déterminée  comme  ci-dessus  parles  angles 
0  et  a >,  on  posera 

Nous  avons 


272 


ÔX  8X  û  .  ÔX  .  a  .  dX  .  a  . 

—  cos0  +  -«rsm0cosû>4-  -F-smffsniû) , 

ôx  ôci  1  ôb  de 

et 

X  =  Acosd-^-Bsmdcosco-^CsmÔshicü  ^ 

Si  nous  introduisons  ces  valeurs  dans  l’équation 
précédente,  nous  obtiendrons  par  intégration 


(17) 


expression  qui  est  indépendante  de  la  distance  des  molé¬ 
cules  et  aussi,  d’après  notre  hypothèse,  du  volume  et  de 
la  température  du  corps. 

Nous  déterminerons  en  second  lieu  l'intégrale 


ex, 

ôx 


où  Xx  est  .donné,  par  la  seconde  équation  (15), 
vertu ^.de  la  première  équation  peut  s’écrire 
forme  plus  courte  * 


47T 


A'X\ 


qui  en 
sous  la 


JL  -  il 

8xt%^ôyn 


JP 

<9/ 


&  &  d 2 

ôan  ‘  ôbn  def 2  * 


Dans  la  figure  (3)  on  a  pris  pour  origine  O  du 
système  de  coordonnées  un  point  de  la  molécule  situé 
de  telle  manière  qu’on  puisse  faire  tourner  la  molécule 
autour  de  ce  point  sans  troubler  l’équilibre  mutuel  des 
*  note  18.  molécules *.  Nous  appellerons  un  tel  point  le  point  cen¬ 
tral  de  la  molécule.  P  est  un  point  de  la  même  molé¬ 
cule  déterminé  par  les  coordonnées  «z,  y,  z  ou  par  les 
coordonnées  sphériques  OP  =  d  distance  à  l’origine,  6 
angle  que  fait  l’axe  des  x  avec  OP,  et  co  angle  d’ineli- 
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naison  du  plan  xOP  sur  le  plan  des  xy,  Soit  de 
plus,  (7  le  point  central  d:une  autre  molécule  déterminé 
par  les  coordonnées  æ0,  y0,  s0;  P '  un  point  de  cette  molé¬ 
cule  déterminé  comme  P  par  les  coordonnées  x\  y\  z 
ou  par  OP  =  &  et  les  angles  ff  et  a>\  Nous  posons 
encore  J PP'=  r ,  POr  =  rx  et  OOf  —  r0,  et  les  direc¬ 
tions  des  deux  dernières  lignes  sont  de  la  même  manière 
déterminées  par  les  angles  8X,  co±  et  0O,  coQ . 

On  suppose  que  le  système  fixe  de  coordonnées  est 
placé  dans  la  seconde  molécule 
(en  Of )  de  manière  que  l’axe 
des  a 1  coïncide  avec  0fPf  et  que 
les  plans  des  afbf  et  des  xy  fas¬ 
sent  tous  deux  le  même  angle 

co  avec  le  plan  X'O’F.*  *  note  yx 

La  moyenne  de  ~J'Xr  pour 


Fig.  s. 


toutes  les  positions  de  la  seconde 
molécule  sera,  si  l’on  fait  tourner 
celle-ci  autour  de  (7, 


ou 


r  =  Vrl-^-ô'2 — 3^0  (cos ti' cos sin  ff  sin dl cos (&/ — &»,)) 
et 

X'  —  A'  cos  ff-\-  B'  sin  ff  cos  sin  ff  sin  o>'. 

Si  l’on  exécute  l’intégration,  on  obtiendra 

[  AA'  cos  0,-J-  AB'  sin  0,  cos  û»,+ J'C'sin^sinûjJ , 
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expression  qui  peut,  en  vertu  des  équations  j^cos  01  =  æ0— x, 
sin  ^  cos  —  ya — y,  r1  sin fil sin oj1  =  z0  —  z ,  s’écrire 
sous  la  forme 


dxr. 


II 

dzr. 


Ensuite  on  peut  supposer  qu’on  fait  tourner  le  corps 
autour  de  l’origine  0,  point  central  de  la  première  molé¬ 
cule,  pendant  que  la  molécule  reste  immobile.  Dans 
l’expression  ci-dessus  c’est  seulement  t\  qui  variera  par 
cette  opération,  et  comme 


rx  =  +  — SD^(cos0ocos0+sin0osin  Ütm(tür~cü)), 

on  trouvera  comme  moyenne  de  I  pour  toutes  les  })ositions 


Cette  quantité  étant  indépendante  de  a1  y,  z,  si 
on  l’introduit  dans  l’expression  ci-dessus,  on  obtiendra 
la  valeur  zéro.  Par  conséquent  on  aura  aussi 

SflX 

*^-0.  (1K) 


Nous  chercherons  ensuite  la  valeur  de 


S 


dv  (p 


où  X2  est  en  vertu  de  la  troisième  équation  (15)  dé¬ 
terminé  par 


X 


±$k.\±js+±j>Æ. 

4 rc  j  r  [Ôd  'r  dœ1  ^  dy1  ^  ôy ' 


ôxï 

8/ 


Ici  dv'  est  un  élément  de  volume  de  la  première 
molécule,  dans  laquelle  est  situé  le  point  O.  La  position 


% 


J* 
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de  cette  molécule  ne  variant  pas  dans  les  calculs  ci- 
dessus,  le  résultat  trouvé  sera  encore  valable  ici,  et  par 
conséquent  la  moyenne  de  X[  sera  nulle.  On  aura  donc 

Nous  allons  chercher  de  plus  la  valeur  de 
Ct  ,àX, 


nous  savons  en  vertu  de  la  quatrième  équation  (15)  que 

1  l  ’ 

X. 


1  [dvf 

sj- 


ô  ..ôx: 


-fi  -L.jL  fi  i  JL  fi  LJL 

dxf™  dx*  ‘  dy,<jJ  ôy'  ‘  dz'^  dzf 


et 


/»(«) 


dvf  appartient  à  une  molécule  autre  que  la  première 
dans  laquelle  est  situé  0,  et  dv"  à  une  molécule  diffé¬ 
rente  de  celle  qui  contient  0\  Un  point  de  cette  troi¬ 
sième  molécule  est  déterminé  par  æ",  y ",  s",  et  rf  est 
la  distance  de  (cr',  ?/,  zf)  à  (#",  y",  z").  Il  faut  à  pré¬ 
sent  distinguer  deux  cas  différents ,  selon  que  la  troi¬ 
sième  molécule  diffère  de  la  première  ou  qu’elle  lui  est 
identique. 

Dans  le  premier  cas  on  peut  procéder  comme  ci- 
dessus,  avec  cette  différence  toutefois  que  c’est  à  pré¬ 
sent  la  troisième  molécule  qu’on  fait  tourner  autour  de 
son  point  central ,  pendant  que  le  corps  dans  son  en¬ 
semble  tourne  autour  du  point  O  de  la  seconde  molé¬ 
cule.  Ici  s’élève  cependant  une  difficulté  :  la  première 
molécule  doit  rester  à  sa  place  pendant  la  durée  du 

18 


:sn> 

■mouvement,  car  les  coordonnées  j\  //,  ne  doivent  pas 
varier;  mais  cela  est,  en  général  impossible  sans  faire» 
varier  la  position  relative  des  autres  molécules,  et  il 
serait,  nécessaire  de  tenir  compte  dans  les  calculs  de  ces 
variations.  Pour  cette  raison  il  est  nécessaire  de  .sup¬ 
poser  que  la  rotation  du  corps  s’opère  pendant  que  la 
position  de  la  première  molécule  et  celle  des  molécules 
ambiantes  éprouvent  de  petites  variations,  de  telle  manière 
que  les  conditions  d'équilibre  du  corps  soient  satisfaites. 
Il  est  cependant  évident  qu’on  peut  satisfaire  a  ces  con¬ 
ditions  (Tun  infinité  de  manières  differentes,  de  Mtrle 
que  les  petits  déplacements  auxquels  sont  assujetties 
les  molécules  sont  dans  un  certaine  mesure  arbitraires 
et  peuvent  varier  d’une  infinité  de  maniérés,  Ou  p^q 
donc,  (ai  conclure  que  res  petites  variations  de  pompon 
des  molécules  pendant  la  rotation  du  corps  ne  pem eut 

pas  influencer  le  ivotlfat 
définitif  et  que  par  con¬ 
séquent  la  partie  de  A 
relativement  a  laquelle  res 
suppositions  sont  valables 
est  nulle. 

Palis  le  seront!  cas  les 
puttih  (.r,  //,  n  et  (jJ\  ij\ 
z”)  >oiît  sjtues  dans  la 

même  molécule.  Ihnis  la 
%,  i  les  points  ü%  J\  o\ 
P*  sont  ceux  de  la  %,  ;î 
et  sont  déterminés  de  la 
même  manière.  De  plus  le  point  /‘"a  pour  coordonnées 
æ  ,  i/\  z *  et  est  déterminé  par  des  coordonnées  sphé¬ 
riques  de  la  même  manière  (pu*  />  c’esj-  à-i|irv  |t.ir  <)!*'  tV 


Fi ic.  4. 
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et  par  les  angles  6"  et  eu";  de  plus  on  pose  0'P"==  rj, 
la  direction  de  cette  ligne  étant  déterminée  par  les  angles 
et  et»',  et  P'P"=  r\  Les  directions  positives  des  deux 
dernières  lignes  sont  estimées  de  Of  et  de  P'  à  P".  Par 
conséquent  il  faut  ou  ajouter  180°  aux  angles  que  font 
ces  lignes  avec  l’axe  des  x ,  si  l’on  veut  que  le  sens  posi¬ 
tif  soit  estimé  de  P"  à  O '  et  à  P',  ou  changer  le  signe 
de  r1.  Nous  estimerons  dans  ce  qui  suit  le  sens  positif 
à  partir  de  P"  et  pour  cette  raison  nous  poserons, 
après  avoir  changé  de  signe, 


*(') 

1  Alt  Y" 

4^j7rJ  x  ■ 


Après  avoir  légèrement  transformé  l’expression  ci- 
dessus  de  X8,  on  trouve 


X  = 


1 


ôx  8xn  r  r 1 


8 2  1 

ôy  8yn  r  r ’ 


ô 2  1  ’ 

8zdz,f  rrf  7 


où  r  ne  dépend  pas  de  x",  y ",  z"  ni  rf  de  x,  y ,  z. 

Par  une  rotation  de  la  seconde  molécule  autour  de 
O r  et  r(  varieront  seuls  dans  cette  expression,  et  on 
trouvera  comme  moyenne  pour  toutes  les  positions*  *  note  20. 


1  r»71 

cr* 


A 

rrf 


où 


„  L  4_  ^CQSri  1  cosy,— i) 

3 rjr'j  '  10 r\r[3  ' 


r  ==  y rl Str^  (cos  fflcosffr-\-smfflsmOr  cos  (w1 — wf )), 

r'  =  j/  r dn — 2r'^(cos^cos^+sin^sin^cos(^ — <*/)) 
et 

cos  yx  =  cos  cos  6^  -j~  sin  81  sin  6^  cos  {wl — w'). 


Si  nous  nous  servons  pour  abréger  d’une  notation 
symbolique,  en  désignant  par  Aft  l’opération 

18* 


llvcks"  1  lUj  ih/n  ‘  é.cuV'  ’ 

si  de  plus  au  lion  (la  J„  J„  nous  écrivons  J;t ,  air.,  ri  si 
nous  faisons  observer  <(U<4 

Vos<y.  .r„  .r,  <<W/' 

rxsin  ^ros^  //w  // ,  . 


nous  pourrons  donner  a  la  série  bien  connue  ci-dessus 
*  notk  21.  la  forme  assez  remarquable* 

WJ,,  ,  : ITJl  f  l 

1  i.idi  :  i t-r>  *  "*  r,/' 


Si  dans  A'a  Ton  remplace  >  par  refit*  expression. 


on  trouvera 


,»  ,»(ri  u)ép  f 

rfr'J "*ŸY  j„  p;,J:, 


(M’J  J  M  "  i-a-a  !v; 

Si  Tou  fait  tourner  le  corps  autour  de  ü%  pendant 
cpa*  la  première  molécule  reste  immobile  *  on  tn»u\  e 
comme  moyenne  de  ^  ,  pour  toutes  b*s  portions 


t  r  r2?r  t  1 


1  I  <hr  <f<r%  Irus*;  il 

r:  rp  :*/•:  ‘  ni /•: 


r  Vrl  |  tf  r>r^(  rosaces//  sin#H>in//rnMe>,,  ##nb 
/*[  —  Vrl  *  (T'A  d ru(ï' (in)*(ttvu*tr  t  sin^sintf'Vusmp 
eus  y  ens//eos/f  j  sin  0sin  /f  rosfw  #/'). 

Si  nous  remarquons  qi ie  Pou  a 

<îfJ"rosp  . .  \  ijif  \  zz'\ 

(f  \  <ry  œ"*  :  if*  ♦ 
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on  peut  aisément  appliquer  à  cette  série  les  opérations 
A„  ,  J?,,  etc.,  et  on  obtiendra  des  séries  analogues,  pour 
lesquelles  on  peut  déduire  une  loi  simple.  Nous  n’in¬ 
sisterons  pourtant  pas  sur  ce  point,  mais  nous  borne¬ 
rons  les  calculs  aux  premiers  termes.  Si  dans  l’expres¬ 
sion  de  Xs  nous  remplaçons  — -,  par  la  série,  et  si  nous 

i 

négligeons  toute  les  puissances  de  -  supérieures  à  la 
sixième,  nous  obtiendrons 


(4 


■(0 

dv'ip1 


1  , 

r re 


’)• 


d’où  il  suit  que 


Si  en  vertu  de  la  première  équation  (15)  l’on  pose 
dans  l’intégrale  ^dv"  A" X"-x" 


J"X"  = 


d  „JdX”  .  ,\  .  6  „ 
Xdx*  +  l)  +  ~P!<p 


dY" 
dl/^ 


±rdÆ 

ôz"V  ôz" 


on  trouvera,  en  intégrant  par  parties,  comme  <prf  s’éva¬ 
nouit  à  la  limite,  que  cette  intégrale  peut  s’écrire  sous 
la  forme 


S*r(g"+i), 


expression  qui  prendra  la  valeur 


quand  on  fera  tourner  la  première  molécule,  ce  qu’on 
déduit  par  le  même  procédé  qu’on  a  appliqué  à  l’équa¬ 
tion  (17). 
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<f  S2  d* 

Ôxdx"'+dyôy"+  dzdz"' 

si  de  plus  au  lieu  de  A„  A„  nous  écrivons  A2,, ,  etc.,  et  si 
nous  faisons  observer  que 

t\  cos  d1  =  xü — x ,  r[  eos  ff  —  x0 — x", 
rt  sin^cos»,  =  y  —  y . 

nous  pourrons  donner  à  la  série  bien  connue  ci-dessus 
•note  2i.  la  forme  assez  remarquable* 


1  + 


2TA2, 


l-2-3^1-2-3-4-5 
1 


Si  dans  XB  l’on  remplace  — ,  par  cette  expression, 
on  trouvera 


Si  l’on  fait  tourner  le  corps  autour  de  O,  pendant 
que  la  première  molécule  reste  immobile,  on  trouve 
comme  moyenne  de  —,  pour  toutes  les  positions 

ri  ;'i 


_1_ 

fat 


\ 


S  27 Z 

dwa 


1 

rirl 


où 


1  ,  ââ"eosr  ,  d2d"2(3cosV-l) , 

..2  o  ..4  i  r\  ..a  ’  ~  ~ 


r  =  l/r2-|-<f — 2  r0d  (eos  cos  tf-j-sin^sin#  cos  (*>,,— &)), 

r[  =  l/r2+d"2-2»-0d”(cosd0cosd"+siné(0sin^"cos(<o0-w'')), 
cos  y  =  cos0cos0''-|-sin0sind"cos(<o —  eu"). 


Si  nous  remarquons  que  l’on  a 

dd"cosr  =  xx" -\ -yy"-\-zz", 

=  x2-{-  s2,  <T 2  =  x"  2+  y"  2+  zm , 
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on  peut  aisément  appliquer  à  cette  série  les  opérations 
An  ,  etc.,  et  on  obtiendra  des  séries  analogues,  pour 
lesquelles  on  peut  déduire  une  loi  simple.  Nous  n’in¬ 
sisterons  pourtant  pas  sur  ce  point,  mais  nous  borne¬ 
rons  les  calculs  aux  premiers  termes.  Si  dans  l’expres¬ 
sion  de  Xn  nous  remplaçons  —,  par  la  série,  et  si  nous 

négligeons  toute  les  puissances  de  -  supérieures  à  la 
sixième,  nous  obtiendrons 


(4tt) 


+  2 


xod'Aryÿ'-\-zz"+S- 


)■ 


d’où  il  suit  que 


\dv(p 


SX, 

dx 


Si  en  vertu  de  la  première  équation  (15)  l’on  pose 
dans  l’intégrale  ^dv"d"X"-x" 


à"X"  - 


dx1 


\  dx"  ^  T  dy”V  dy"^ds! 


T,f 


ÔZ,r 

dz,f 


on  trouvera,  en  intégrant  par  parties,  comme  ÿ"  s’éva¬ 
nouit  à  la  limite,  que  cetle  intégrale  peut  s’écrire  sous 
la  forme 


expression  qui  prendra  la  valeur 


quand  on  fera  tourner  la  première  molécule,  ce  qu’on 
déduit  par  le  môme  procédé  qu’on  a  appliqué  à  l’équa¬ 
tion  (17). 


Comme  les  éléments  de  cette  intégrale  appartien¬ 
nent,  à  la  même'  molécule'  que  ceux  ele  riulejmale* 
nous  négligerons  les  accents,  et  nous  obtiendrons  alors 


Si  nous  nous  bornons  â  cette  approximation  et  sj 
nous  introduisons  dans  résiliation  (11)  les  résultat*  ob¬ 
tenus,  c.etb'  (‘((nation  donnent,  si  meus  dcsty'uous  par  J 
l'indice  de'  réfraction  mluit  du  corps  isotrope  considéré 


AÈ-  1 
A*- 1 . a  *' 


';;d 


Si  le'  corps  t'st.  compose1  üniqtiemeuf  de»  molécules 
de  la,  même  nature' ,  dont  chacune  peut  toutefois  être 
(‘om|)ose'('  de'  plusieurs  atomes  elont  la  routhinaisou  est 
invariable,  et  si  l’on  pose* 


W  '  v’  H1  ! 


on 

Oh  de  I  / 


u  , 

* 


les  intégrations  ne*  sVtendant  epi’a  une  seule*  molécule 
ou  a  la  molécule  composée  (si  elle  est  composée),  non* 
obtiendrons,  en  appelant  s  le  nombre  de  ces  molécules, 


si3—  1 

A*  ]  i  ' 


v 


lei  r()  désigné  la  distance  «lu  point  rentrai  «hine 
molécule  arbitraire*  prise  a  l'interieur  du  corps  ait  point 
rentrai  de*  chacune  des  autres  molécules,  et  2*  i-,|  nlms 

la  somme  correspondante»  h  toutes  ce*  valeurs  de  r, 

I  our  ce*tt,e*  raison  2  ^  e*st  inversement  proportionnel  un 
carre*  du  volume  du  corps ,  et  cette  somme  peut  être 
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déterminée  plus  exactement  si  l’on  suppose  que  les  mo¬ 
lécules  sont  distribuées  d’une  manière  donnée.  Si  nous 
supposons  par  exemple,  pour  rendre  ceci  plus  intelligible, 
que  les  molécules  sont  situées  dans  les  angles  des  cubes 
congruents,  dont  le  côté,  égal  à  la  plus  petite  distance 
des  molécules,  a  pour  valeur  B,  et  si  nous  posons 

v  1  2 

2  (»»*+«*+£*)'  =  a’ 

où  2  est  la  somme  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières 
de  m,  n,  p  de  —  oo  à  -f-  oo ,  m  =  n  =  p  =  0  seul 
excepté,  on  aura 

2 ?  =  Jjü  et  V  =  s R8*,  *  NOTE  22. 

et  par  conséquent 


Pour  une  autre  distribution  des  molécules,  c’est  seule¬ 
ment  a  qui  variera. 

Si  nous  posons 


-  P , 


aVs2 

8tt2 


l’équation  ci-dessus  qui  donne  l’indice  de  réfraction  devient 


A2 —  1 
- 

A2+$ 


—  P 


où  P  et  a2  sont  deux  constantes  positives  et  indépen¬ 
dantes  de  la  température  et  du  volume  du  corps,  et  où 
l’on  peut  supposer  que  v  est  le  volume  de  l’unité  de 
poids  du  corps.  Pour  des  vapeurs  et  des  gaz  cette 
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*  NOTE  23. 


équation  se  réduira  avec  une  assez  grande  approxima¬ 
tion  à 


=  P  * 


Si  les  molécules  du  corps  sont  composées  de  plu¬ 
sieurs  atomes  qui  ne  sont  pas  liés  d’une  manière  in¬ 
variable,  ou  si  les  indices  moléculaires  de  réfraction  eux- 
mêmes  dépendent  de  la  température  et  du  volume, 
l’équation  (B)  sera  encore  admissible,  mais  on  reconnaît 
alors  qu’elle  n’aura  aucune  importance  pratique,  tant 
qu’on  ne  connaîtra  pas  les  lois  auxquelles  sont  assujetties 
ces  variations. 

Si  le  corps  est  un  mélange  de  plusieurs  autres,  et 
si  nous  cherchons  à  déterminer  l’indice  de  réfraction  du 
mélange  par  ceux  des  éléments,  il  faut,  même  en  conser¬ 
vant  l’idée  de  l’invariabilité  des  molécules,  qu’on  fasse 
encore  une  hypothèse,  par  la  raison  que  nous  ne  con¬ 
naissons  pas  la  position  mutuelle  des  différentes  molé¬ 
cules.  Nous  supposerons  ici  que  la  distribution  des 
molécules  est  la  même  dans  le  mélange  que  dans  chaque 
élément  en  particulier.  Si  l’on  suppose  par  exemple  que 
les  molécules  des  éléments  du  mélange  sont  situées  dans 
les  angles  de  cubes  congruents,  on  fera  la  même  hypo¬ 
thèse  sur  le  mélange,  et  les  différentes  molécules  seront 
distribuées  accidentellement  dans  les  angles. 

Si  le  mélange  est  composé  de  deux  sortes  de  molé¬ 
cules,  et  si  leurs  nombres  respectifs  dans  l’unité  de  poids 
du  corps  sont  st  et  $2,  si  ux  et  v2,  ^  et  sont  les 
quantités  correspondantes  à  ju  et  à  v  pour  les  deux  sortes 
de  molécules,  on  obtiendra  par  l’équation  (B) 


A1 —  1 


v  =  i  i  (i  Wi+  i 


yrf~y2 

v-K"* 
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Nous  poserons  ici 

-^(VK)  =  iVA  =  Pipn  H, =  P*p*-- 

2  2 
Ch  A  n  «>f>  Ct  OO  22 

— 2vl5l  =  jp;a;,  g^-2  ^  =  jpaa2, 

où  et  jp2  sont  les  rapports  des  poids  des  deux  élé¬ 
ments,  et  p1-\~p2  =  1,  tandis  que  Pl  et  a1,  Po  et  a2  sont 
des  constantes  correspondant  à  P  et  a  pour  les  deux 
éléments.  De  plus  soient  Et  et  E2  les  poids  relatifs  des 
deux  éléments;  cela  veut  dire  que  ces  deux  nombres 
sont,  d’après  la  théorie  chimique,  les  poids  atomiques 
des  éléments;  on  obtiendra 

Pi 

S'A  p» 

En  introduisant  ces  notations,  on  trouvera  la  relation 

=  PlPX  +  P*P* 

—  ^  (PfirrPêï)  +  -§r  )  P,  Pf®A) .  (-0) 

dont  la  forme  est  toujours  la  même  que  celle  de  l’équa¬ 
tion  (C).  On  formera  aisément  les  expressions  corres¬ 
pondantes  pour  les  mélanges  de  plus  de  deux  corps. 

Ce  résultat  est  remarquable  par  la  circonstance  que 
les  équivalents  chimiques  y  entrent ,  de  manière  qu’on 
peut  aussi  par  cette  voie  déterminer  ces  équivalents 
quand  on  a  avec  une  précision  suffisante  déterminé  les 
deux  constantes  de  l’équation  par  des  expériences  por¬ 
tant  sur  les  substances  composantes  et  sur  le  mélange, 
en  se  servant  de  l’équation  (C).  Si  le  mélange  se  trans¬ 
forme  en  une  combinaison  chimique,  on  ne  pourra  pas 
déduire  la  formule  de  l’indice  de  réfraction  sans  faire 
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de  nouvelles  hypothèses.  C’est  pourquoi  je  n’insisterai 
pas  sur  ce  problème. 


La  preuve  de  la  valeur  des  résultats  obtenus  doit 
principalement  être  déduite  des  expériences  sur  les  in¬ 
dices  de  réfraction  des  corps  dans  leurs  différents  états 
moléculaires.  Si  l’on  ne  connaît  par  exemple  l’indice  de 
réfraction  d’un  corps  qu’à  l’état  liquide  et  à  l’état  ga¬ 
zeux,  il  faut  encore  déterminer  pour  le  premier -état  les 
deux  constantes  qui  entrent  dans  l’équation  (C),  et  pour 
cette  raison  il  ne  reste  que  peu  d’expériences  dont  on 
puisse  se  servir  pour  notre  but.  Ce  sont  seulement  les 
expériences  sur  l’eau  et  sur  le  sulfure  de  carbone  à  l’état 
liquide  et  à  l’état  gazeux  qui  peuvent  être  considérées 
comme  démonstratives. 

Relativement  à  ces  deux  corps,  on  connaît  l’indice 
ÔA 

de  réfraction  réduit  A  et  pour  l’état  liquide ,  et  on 

peut  alors,  en  se  servant  de  ces  deux  quantités,  déter¬ 
miner  les  deux  constantes  de  l’équation  ( C ).  On  déduira 
de  cette  équation 


p_3-42-l  ,  3  A  JA 

2  A*+$v  +  dv  ’ 


AP  = 


A'-ï 

A 


B  A  idA 
A+9,V  dv  ’ 


et  on  peut  écrire  »  =  4-,  =  — —  n  étant  le 

D'  dv  dD' 

poids  spécifique.  Pour  l’eau  à  4°  C. ,  ou  trouve  au 
moyen  de  l’équation  ( C ')  de  la  première  partie  du 
mémoire 


A  =  1,32194; 
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de  plus,  à  cette  température,  v  est  égal  à  1,  et  en  vertu 
de  I  (11) 

ÔA  n  H 
j-  =  —  0,2976. 


On  en  déduit 

P  =  0,2X617 ,  a2  =  0,07296  . 

Pour  la  vapeur  d’eau  l’indice  de  réfraction  A  est 
déterminé  par 

3  p 

A=  =  1,0002597. 

Pour  la  lumière  blanche  Jamin  a  trouvé  l’indice  de 
réfraction  égal  à 

1,000261  , 

nombre  qui  concorde  assez  bien  avec  ce  qu’on  a  trouvé 
ci-dessus,  si  on  le  diminue  un  peu  à  cause  de  la  disper¬ 
sion. 

Pour  le  sulfure  de  carbone  à  20°  C.  Wüllner  a  trouvé 

ôA 

A  =  1,586424,  D  =  1,26354,  =  —0,0007539, 

6D 

—  =  — 0, 001506 . 


On  en  déduit  m 

P  =  0,28186  ,  Cl2  =  0,03578  . 

Si  nous  supposons,  comme  l’a  fait  Dulong,  que  le 
poids  spécifique  de  la  vapeur  de  sulfure  de  carbone  est 
9,644  par  rapport  à  l’air  atmosphérique,  on  peut  calculer 
son  indice  de  réfraction 

op 

A  =  1  +  ^  =  1,001446.* 


NOTE  24. 


Dulong  a  pour  la 
réfraction 


lumière  blanche  trouvé  l'indice  de 
0,ooir>o, 


qui  de  même  concorde  assez  bien  avec  la  valeur  cal¬ 
culée,  car  la  correction  relative  à  la  dispersion  doit  ici 
être  beaucoup  plus  considérable  que  pour  la  vapeur  d'eau. 

On  en  peut,  déduire  un  nouveau  contrôle  pour  l'ad¬ 
missibilité  de  la  théorie,  à  savoir  que  la  valeur  calculée 
de  la  constante  a*  doit  toujours  être  positive,  aussi  bien 
pour  un  corps  simple»  que  pour  un  corps  composé». 

En  général  j'ai  trouvé  cette  rondition  vendre ,  on 
particulier  par  le  calcul  des  expériences,  qui  donnent 
une  détermination  assez  exacte  de  cette  constante,  rumine 
les  expériences  sur  les  indices  de  réfraction  des  corps  et 
sur  leurs  poids  spécifiques  tant  à  folat  gazeux  qu'a 
l’étal  solide  ou  liquide' ,  et  je'  puis  expressément  faire 
observer  que  le»  soufre,  le  phosphore  et  l'arsenic  ne  font 
pas  exception.  Les  nombre*  très  petits  que  M.  Schrauff 
a  donnés  dans  différents  mémoires  pour  le*  pouvoir  réfrin¬ 
gent  de  ces  corps  a  l'état  gazeux  proviennent  d’une  simple 
méprise',  car  il  se'  se  al  par  erreur  de*  leur  poids  spéci¬ 
fique  calculé  à  0°  et  à  une'  pression  de  7bOm*“,  tandis 
epie  leurs  indieexs  de'  réfraction  ont  été  détenuines  par 
Leroux  au  point  d'ébullition.  Leroux  aussi  sVd  servi 
de  la  mênm  détermination  du  poids  spécifique,  mais 
seulomeait  pour  faire*  lu  comparaison  mutuelle*  du  pouvoir 
réfringent  de*s  vapeurs  de*  ces  <*orps. 
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NOTES. 

NOTE  1.  Un  résumé  du  mémoire  se  trouve  dans 
les  Wiedemann  Ann.,  t.  XI,  p.  70—103.  Voir  le  supplé¬ 
ment  au  mémoire  suivant. 

NOTE  2.  Le  tableau  de  la  p.  234  donne  A  =  3,45,  ce 

S 

qui  est  aussi  en  meilleure  concordance  avec  —  =  50,88, 

A 

car  si  l’on  pose  A  —  3,47,  on  trouvera  =  50,52. 

NOTE  3.  L’explication  du  phénomène  donnée  par 
Lorenz  n’est  pas  suffisamment  claire.  Si  Ton  suppose 
que  les  franges  jaunes  aussi  bien  que  les  franges  rouges 
sont  équidistantes,  on  verra  que  la  position  de  l’un  des 
systèmes  par  rapport  à  l’autre  ne  sera  pas  changée  s’ils 
se  déplacent  tous  deux  d’une  frange  en  même  temps. 
Si  au  contraire  le  système  rouge  est  en  retard  sur  le 
système  jaune ,  la  position  de  l’un  des  systèmes  variera 
relativement  à  l’autre.  Une  frange  rouge  étant  centrale, 
on  voit  que  la  frange  rouge  suivante  a  dépassé  d’un 
huitième  le  milieu  de  deux  franges  jaunes,  puis  la  sui¬ 
vante  de  deux  huitièmes ,  et  ainsi  de  suite.  Par  consé¬ 
quent,  si  par  le  déplacement  d’une  frange  jaune  le  mouve¬ 
ment  du  système  rouge  est  en  retard  sur  le  système 
jaune  d’un  huitième,  la  première  frange  rouge  suivante 
deviendra  centrale  par  le  déplacement  d’une  frange  jaune, 
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la  seconde  s’il  est  en  retard  de  deux  huitièmes,  et  ainsi 
de  suite. 

NOTE  4.  Le  rapport  27:32  ne  concorde  pas  avec, 
le  rapport  44,24:51,16,  le  dernier  étant  à  pou  près  égal 
à  27,7:32. 

NOTE  5.  Xnü  et  lu  désignent  les  longueurs  d’onde 
dans  Pair,  et  on  suppose  ici  qu’elles  sont  indépendantes 
de  la  température. 

NOTE  6.  On  reconnaît,  on  comparant  les  formules, 
que  l’écart  est  0,014  ou  à  peu  près  d. 

NOTE  7.  En  développant  les  expressions  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  x. 

NOTE  8.  On  suppose  ici  que  la  longueur  d’onde 
est  infiniment  grande  du  premier  ordre  en  comparaison 
des  périodes  des  fonctions  £x,  f2,  (4c. ,  et  (pie  par  suite 
l,  m,  n  sont  infiniment  petits  du  premier  ordre  et  de 
plus  que  k  est  du  mémo  ordre  que  /,  m,  n. 

NOTE  9.  On  voit  immédiatement  que 

dA  _  %  d±  îv* K  , 

ôy  ôx  ôz  ’  ô  z  ô  y  "  Ox  ’ 

ôx  ôz  . .  ôy  ’ 

où  <p  est  une  fonction  périodique.  En  difiérentiunt  ces 
équations  par  rapport  à  z,  x,  y  et  en  additionnant,  on 
obtient 

,  ô~<p  . 

ôx%  ôif  '  ds? 


0. 


M) 


Mais  (p  étant  développé  en  série  de  Fourier,  on 
peut  écrire 

<p  ' .  2yl;,eos(/;,:r  j  atpj/  J  nvz  |  rip), 

et  (vn  vertu  de  l'équation  (.1)  (si  nous  supposons  que 
celle  série  peut  èlre  différentiée  lorme  à  terme) 

AP(fP  |  |  //;)  O, 

et.  par  conséquent  Ap  O.  <p  est  donc  identiquement 
égal  à.  zéro,  d’où  il  suit  (pie 

flF  flF  „  flF 

fa  '  tl.r  '  7‘,;  Oy  ’  ^  0:  ' 

NOTK  10.  Dans  ce  <(ui  suit  il  tant  remarquer  (pie 
le  dénominateur  v  est  une*  constante. 


NOTK  11.  On  obtient  l'expression  (11)  en  regar¬ 
dant  l'équation  (7)  connue  une  équation  de  Poisson,  ou 
la  densité  en  un  point  (^r,  //,  *v)  est 


1 

*1vT 


Ü£ 

flx 


Ihj  y  (hj 


fl 

Az 


*  flz 


et  vn  intégrant  par  parties. 


NOTE  12.  Ici  sVsl  glissé**  une  fautes  « piî  pourtant 
n'influe  pas  sur  les  résultats  suivants. 

On  peut  considérer 

dcO.sV/"—  1 


i*Aii 

\sin  OdtiKdm 

«Pft  é.  Il 


r  Vf*  !  pn—'£pp,(emflvoxfJf  J  sin  0 siu  fl* cos  {a>  —  a/)) 

comme  une  intégrale  superficielle  (‘‘tendue  à  toute  la  sur¬ 
face'  d'une  sphère  dont  le  rayon  est  l'unité  et  où  mifldfldm 


iUO 


est  un  élément.  de  lu  surface;  r  e<{  la  di^îaui’r  de  deux 
points  don!  lus  coordonnons  polaires  sont  p,  (K  <o ,  p\ 
//,  (o.  Mais  le  système  de  coordonnées  pou!  etre  trans- 
forme  do  manière  qu'on  prenne  pour  Taxe  fixe*  la  ligne  p 
et.  comme  plan  (ixe  le  plan  des  p  et  de  l’axe  des  x 
primitif. 

Si  l'on  désigne  par  p  l'audit4  ((Ue  fait  p  avec  p\ 
par  wl  l'angle  <[u<v  l’ail  le  plan  des  pp  avec  h»  plan  des 
xp\  h»  nouvel  élément  de  surface  sera 

shq«  dp  dm% . 

De  plus  on  aura 

r  V pk  ;  p**  ~f*  p  cos  ^ 

(*l 

cos  (i  cos pvo^fif  1  si N/*siu //Vos  , 

Par  suite  on  obtiendra 


p2  .7 

\s*  i  d  \^i:l(<‘us/4cos//  ,  shi/# sintfVuWp  !  j 

#\  1  !  #\  vp* [  p  *  ipp^^p 

{  mipdp(llvu^  (f  1 1 1 »l  et ts^p  1| 

•)«  y  P  !  p%  ipprasp 

Mais  si  Ion  prend  r  y  p*  p i  * ûp p  ros^*  pour  la 

variable*  indépendantes  cm  aura 


ros/i 


tpp 


r  dr 


sin/i  dp 


a  ti 
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t  sin  n  dp  (3  cos  ‘‘p  —  1) 


-[dr 

p  <L_l 


PP 'J  L  *P'P' 

vi  p-n 


où  | p — p'\  désigne  la  valeur  absolue  de  p—p',  r  étant 
une  quantité  positive. 

On  obtiendra  alors 


S: 


C  sin  fi  dfi  (3  co  s2  fi — 1) 
\v  p2Jrp'  “ —  %pp'  cos  fi 

Par  suite  on  aura 


sin  6 ddidco 

\ 


selon  que  p  J.  p’. 


TJ 

i_Z 

5  J 


rÿ(3eos^'-l)ÿ,  p>p>. 

(3 cos2 (9'— 1)^3,  p<p’. 
°  P 


Nous  allons  maintenant  chercher  la  valeur  de  l’inté¬ 


grale 


«Wl  J, 


dl0Tppi^dTp 


-  Jo' 2  d/p'^sin  e’dff^dw'  £ . 


Nous  chercherons  séparément  la  valeur  des  deux 
termes  dont  est  composé  1\ 

On  aura 
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Le  second  terme  sera 


En  additionnant  ces  expressions,  on  trouvera 


Le  dernier  terme  diffère  de  celui  de  Lorenz;  mais 
comme  il  s  évanouit  quand  H  est  choisi  suffisamment 
grand,  il  n’influera  pas  sur  le  résultat. 
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NOTE  13.  Si  Ton  introduit  les  coordonnées  sphé¬ 
riques,  on  aura 

x  =  p  cos#, 
y  =  p  sin  0  sin  co , 

z  =  p  sin  0  cos  co 

et 

r)  .  .  5,1  a  .  5  lcostü  5 

-J-  =  sm  0  sin  co  tt  +  -  c°s  0  sin  co  ^  +  —  ^7-5  tt"  » 
ôy  5/>  /?  80  '  p  sm  0  ôco 

et  par  conséquent  la  partie  de  l’intégrale  (12)  correspon- 

t  .  18  rdv!  .  8 (J  .  ,,  1  ,ô(pr 

dante  au  tenue  ^  ^  ^  <f/  fy,  sera,  si  1  on  pose  ^ 


4>  =  dH\(lto  ,r/  sin2 sin  «  -f  sii  i  6  cos  6  sin  w  ~ 

+  «os  *  C/V^(sin  ^  n  ■ 

r  d  0  do  ’  do 

En  intégrant  par  parties  les  deux  derniers  termes 
par  rapport  <\  0  et  à  co ,  on  aura 


Q  =  ^-^sin  0  d0yio>  ^  sin  0  cos  0  sin  w  — 

[  - -  sin  0  cos  0  sin  ^  ffd0^y^2 


1  0  1 

t/'o  e’o 


~\sin  0  dfhdco  sin  0  eos  0  sin  co 


s  fi  d  .r 


L/> 


A  présent  il  faut  développer 


sin  ddff 


%27Z 

i  dm  sin  0  cos  6  sin  co 


19* 


Par  un  procédé  analogue  à  celui  qu'on  a  applique 
précédemment,  pour  chercher  la  valeur  de 

Utwy^Ua*-  .  , 

*'o  «o  ^ 

on  trouve  ([lie  la  valeur  de  l'intégrale  est 

4  r/u 

^  Trsin^htos^sitio/y.,  pour  p  >  p\ 

>  TTsin/Zcos^siiur/  pour  /><//, 

o  ‘  ' 

(4  par  suite 


Or  celle  expression  s'évanouit  si  R  (‘mit.  indéfini¬ 
ment  ,  et  par  conséquent  on  a  Q  =  0.  De  la  mémo 
manière  on  reconnaît  que  la  partie  de  l'intégrale  (\û) 
((ni  correspond  au  troisième  terme  de  (11)  est  nulle. 

NOTK  14.  Voir  le  supplément  au  mémoire  suivant. 

NOTK  15.  Les  équations  (15)  expriment  simplement 
((ifon  peut  aisément  former  une  (onction  X  |  |  Xu 

(|tii  satisfait  a,  l'équation  précédente,  pourvu  qu'on  sache 
former  une  fonction  satisfaisant  à  la  première  équa¬ 
tion  (15).  On  voit  aisément  que  les  fonctions  Xé  et  A*, 
sont  formées  en  remplaçant,  dans  les  expressions  de  A# 
et,  Arn,  A''  par  A"',  etc. 
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NOTE  16.  Les  angles  en  question  ne  déterminent 
que  la  position  de  l’axe  des  x,  mais  non  la  position  de 
la  molécule. 

NOTE  17.  Les  opérations 

d<p  ô  ,  d(p  d  d(p  d 

ôx  dy  '  dy  ôy'  dz  ôz 
et 

dxÀ  '  dy2 '  ôz2 

sont  indépendantes  de  la  direction  du  système  de  coor¬ 
données,  pourvu  qu’il  soit  rectangulaire. 

NOTE  18.  On  ne  sait  pas  si  l’on  peut  en  réalité 
trouver  un  tel  point. 

NOTE  19.  On  ne  peut  pas  choisir  la  position  du 
système  de  coordonnées  de  la  manière  indiquée  dans  le 
texte;  car  on  introduit  de  cette  manière  une  nouvelle  % 
hypothèse  sur  la  disposition  des  molécules. 

On  doit  donc  dans  l’expression 


remplacer  JX'  par  la  moyenne  de  toutes  les  valeurs 
qu’on  obtient  en  faisant  tourner  la  molécule  autour  de 
la  ligne  0’P!,  c’est-à-dire  qu’on  doit  remplacer  d!X  par 

^-[d'Xdaj" ,  (o"  étant  l’angle  que  fait  le  plan  ( a!b ') 

«'o 

avec  le  plan  des  (xy).  De  cette  manière  on  obtient 
J-(doJ”A'X'=  â'  Al  cos  ff 


en  vertu  de  l’équation 
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X'  —  Af  tosff  ^B1  (tosa>n^-Osmff  sinco19 , 

l 

et  la  moyenne  de  —  A'X  pour  toutes  les  positions  de  la 
molécule  sera 


^3  JM'cos^. 


De  plus  on  a  remplacé  Xx  par  sa  moyenne  au  lieu 
dX 

de  chercher  la  moyenne  de  . 


NOTE  20.  On  obtient  l’expression  qui  suit  en  dé¬ 
veloppant  comme  à  l’ordinaire  en  une  série  de  fonctions 
sphériques. 

Si  la  fonction  sphérique  Pn  d’ordre  n  est  définie  par 
l’équation 

p  (T\ _ _ 1  d«(x>-\y 

n{)  ~~  Pn!  dxn  ’ 


l’équation  peut  s’écrire 


8nPx{ cosf) 


(TPa(  cos?-'] 


NOTE  21.  Si  l’on  pose 


r  ==  r'  =  Vrf'Wf 

xx"-\-yy”~\-zz" 


cosri 


r  r 


on  voit  immédiatement  que 

a  J _ cosri  _  P,( cosri) 

rrf  r2r/2  r2rn  1 

/?  JL  =  3(C0SVi~~1)  = 

^  T’ f  P  P  ^ 


r  r 


Il  faut,  démontrer  que 


u)n  jn 

"/•/•'  l  PnU^rX 

2//  I  1!  2  H  |-  1'  ,-n+i) •'»+!  • 


Or,  si  nous  posons 


/■(«•<»  r>) 

r"  r'n 


il  f  ost  une  foliation  arbitraire,  nous  aurons 

/  /'"(<■  osri)cos?-i(c.osari  l)-/’(oosri)  (2//  (t  -COS2^)-  1  C'.OS2ri)  ) 
l  |  «“/'(cos^cos;-,  f 

/•«  l-l  r'fl+l 

Si  nous  posons 

/'((•OS?-,)  0,1  1  Pn  1  (cos;-,), 

il  C„  (  est  uni;  constante,  nous  obtiendrons 

(2 n  l)|«/'(c‘»sr,)cos?v  /(«>sr,)(l -~œs2 | . 

I  nous  remarquons  qtéulors 

(i  x^rv)-  °we)  i  «o . i)A*) 

l  si  nous  nous  rappelons  que 

(P  i)'1 1>a<(^'r)  («-  1)(^«  l  (X)-~Pn.-PX)), 

ous  aurons 

(2/i  .1)6*,  t[(in  \)P„  -,(cosri)(*.os^—  (w  -1)  P„_2  ((;cw  Ti)  I, 

(•du—  l )nC„  i  /«(('os?',) 

I  1 

Si  l’on  pose 

On  .or 

1  n  i  Un  -i  ’ 
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on  aura 


J„z  = 


r  -P«(cosn) 


ce  qu’il  fallait  démontrer. 

NOTE  22.  Dans  l’équation 
yO  _  a_ 

-  >■:  -  b°  ’ 

a '  ne  peut  pas  avoir  la  valeur  indiquée 
2—1— 

mais  on  voit  qu’il  aura  approximativement  la  valeur 
constante 

<>2 _ î _ 

NOTE  23.  Pour  les  liquides  et  les  gaz,  A  diffère 
très  peu  de  1.  Si  l’on  pose  A  =  1-f-a,  on  peut  donc 
négliger  les  puissances  supérieures  de  a,  et  comme  v  est 

Pa2 

très  grand,  on  peut  négliger  le  terme - . 


NOTE  24.  Le  mémoire  ne  dit  pas  à  quelle  tempé¬ 
rature  doit  être  le  sulfure  de  carbone;  mais  on  obtient 
le  nombre  donné  dans  le  mémoire,  si  l’on  suppose  que 
la  température  est  0°  et  que  la  densité  de  l’air  est 
0,0012927. 


UKCIIBHCHKS  KXPKItlMKNTAliKS  KT  TH KORIQUKS 


Sl'it 


liKW  INDIOEK  DU  KKKI» ACTION. 


ci)  F.r  x  i  fc  m  h  m  é m<> i  u  k, i 


RECHERCHES  EXPÉRIMENTALES  ET  THÉORIQUES 
SUR  LES  INDICES  DE  RÉFRACTION. 

YIUHNSK,  SKLSK.  SK  H.  T.  X  (f*i 

Je*  mVtais  propose*  duos  nus  recherches  antérieures 
(Vidsk.  Selsk.  Skr.  \'I1I  (5),  mémoire  précédent  d'obtenur 
par  Fétude  dos  indices  de*  réfraction  e*t  de*  la  dispersion 
une*  connaissance*  plus  approfondie*  ele*  la  constitution  molé- 
<*ulaire*  dt*s  corps.  (Test  le*  même*  objet  (pu*  j'ai  encore 
e*u  vue*  dans  le*s  présentes  recherches,  douf  le*  iml  prin¬ 
cipal  est  de*  de;te*rinine*r  rin{lut*n(*e*  de*  la  température*  e*t 
de*  Fétat  physiepu*  sur  la  réfraction  e*(  la  dispersion. 

Pour  déterminer  la  réfraction  dos  gaz  e*t  des  vaptmrs, 
je*  nie*  suis  se*rvi  de*  la  méthode  des  in{e*rfe;rt‘nct*s  de*  la 
même  manière*  epu*  je*  l’ai  tait  dans  nus  prerédentes 
mesures  des  indices  de*  réfraction  de*  Feau  a  dinv*re*nte*s 
températures.  Ici  e*ncore*  la  source*  de*  lumière*  a  été  tu» 
bec  de*  Bunsen ,  (tout  la  tlanune*  était  colorer  t*n  rouge* 
et  en  jaune*  par  une*  merlu*  d'amiante  placer  dans  une* 
dissolution  de*  chlorure*  de*  lithium  additionner  (Tune* 
petite*  quantité  de*  chlorure*  de  sodium,  domine*  miroirs 
interférants  j'ai  employé*  les  memes  cubes  eh*  verre  e*t 
la  menu*  disposition  epu*  clans  les  précédente**  rerlur- 
ches;  seulement  ces  cubes  étaient  places  a  une*  plus 
grande  distance  rtm  de*  l'autre*,  h  savoir  p<»ndant  epu* 


noti 
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la  distance  de  la  source  de  lumière  au  cube  le  plus  voisin 
était  de  0m,5.  En  meme  temps  les  cubes  avaient  été 
couverts  d’ouate  et  la  face  antérieure  réfléchissante  abritée 
par  une  pièce  de  carton,  qui  recouvrait  le  milieu  de  la 
surface.  Toutes  ces  précautions  étaient  destinées  à  éviter 
les  erreurs  qui  pouvaient  provenir  des  variations  de  la 
température  du  verre  pendant  la  durée  des  expériences. 

Les  deux  faisceaux  de  rayons  lumineux  réfléchis  par 
le  premier  cube  passaient,  séparés  par  un  intervalle  de 
près  de  28llim,  par  l’appareil  que  représente  la  figure,  et 
qui  était  soutenu  par  un  support  de  bois  vernis  et  placé 
entre  les  deux  cubes  à  égale  distance  de  chacun  d’eux. 


Fig.  5. 


La  partie  intérieure  de  l’appareil  s.e  compose  d’un 
réservoir  cylindrique  A,  par  où  passe  un  tube  cylindrique  B. 
A  chaque  extrémité  du  réservoir  se  trouvent  deux  ouver¬ 
tures  circulaires,  dont  l’une  conduit  au  réservoir,  l’autre 
au  tube  B.  Ces  ouvertures  sont  fermées  par  deux 
plaques  de  cristal  G  et  C',  et  une  plaque  de  caoutchouc 
très  mince  et  taillée  en  forme  de  8  est  placée  entre 
chaque  verre  et  la  plaque  terminale  du  cylindre.  Les 
plaques  de  verre  sont  fortement  serrées  contre  celles-ci 
au  moyen  de  tubes  D  et  Z)',  munis  d’un  collier  extérieur 


qui  pend  être  se*rr<*  contre  h*  cylindre  au  moyen  de*  vis. 
Les  extrémités  de  cas  dentx  tubes  sont  on  partit'  recou¬ 
vertes  par  deux  disques  de  carton  portant  des  coupures 
pour  laisser  passer  les  deux  faisceaux  lumineux ,  qui 
devaient  passer  par  ces  coupures  et  par  les  ouver¬ 
tures  circulaires  conduisant,  au  réservoir  et  au  tube  li. 
Le  réservoir  intérieur  est  entouré  extérieurement  d'un 
cylindre  MF,  fermé  et  destiné  à  contenir  un  courant 
d'eau  ou  de  vapeur,  qui  entre  par  F  et  sort  par  F\ 
Pour  faire  circuler  et'  courant  sur  toute  la  surface  du 
cylindre  intérieur,  l'intervalle  entre  les  deux  cylindres  est 
divisé  par  des  parois  percées  de  trous  et  placées  alter¬ 
nativement  cm  haut  et  en  bas.  (Dans  la  ligure,  qui 
représente  l'appareil  vu  d'en  haut,  ces  trous  sont  placer 
sur  les  cotés).  Deux  tubes  G  et  (  V  fermés  par  des 
robinets  sortent  du  réservoir  intéi ieitr. 

Lu  distance*  des  deux  plaques  de  verre  était  de 
îl l à  0  P.,  et  le  volume  du  réservoir  intérieur 
était  à  K‘MÎ.  de* 

Les  rayons  ch*  la  source*  de*  lumière  L  epd  étaient! 
réfléchis  par  ta  face*  antérieure  du  premier  cube*,  arri¬ 
vaient!  par  le*  tube*  H  à  l'autre*  culte*,  oit  ils  «datent  relié- 
chis  par  la  suri  ace  posférienire,  <|iti  était  a  rentée.  Au 
cemtrain*  les  rayons  réfractes  par  le  premier  cube*  et 
réfléchis  par  sa  face  postérieure  passaient  par  h»  reser- 

*  ( tutn*  lu  tlnmtii**  d<*  XiofJ,  on  a  pucuip  p^siu*  d«*  .**•  M*rur 
e« liïiïm*  suitrci*  de*  Itimtert*  d’utî  lüb«*  di*  Uirnder  rempli  dlsydro 
Irène,  qui  fut  «li  |»hm*  vertb'ulenient  a  ta  place  «|t*  la  tlunuue. 
•l’ai  obtenu  «b*  «***th*  manière  de*  fraudes  d'iuterfércuee  maire'* 
<*t  LifUes  h*mv,  nettes  mub  elles  n'èhuent  |h itirlaiil  p.iM  umd 
tlLtiuHes  tjm.  1<*m  IVatiip*^  imi^  «*1  jaunes  «b*  ta  ilauuue  ;  «*l 

nifittiii1  le*  mf’Siiv>  laites  a\«*r  b'*-  première-.  Fî fa I î^rttaî«*î it 
beaucoup  la  vin*,  je  au*  sut  borné  aux  dernières. 


voir  A  pour  arriver  à  l'autre  cube.  Ils  etaieut  réfléchis 
par  la  face  antérieure  de  re  dernier,  puis  se  combinaient 
avec*  Pautre  faisceau.  Les  franges  routes  et  jaunes 
produites  par  l'interférence  de  ees  deux  faiseeaux  furent 
observées  emnnie  dans  mes  précédentes  expérienres  au 
moyen  de  deux  lentilles  convergentes  munies  d’un  ré¬ 
ticule. 

On  commença  les  expériences  avec  cet  appareil 
soit  après  avoir  fait,  le  vide  dans  le  réservoir  intérieur  eu 
laissant  de  nouveau  rentrer  l'air  et  en  comptant  le  nombre 
de  franges  qui  pendant  l'afflux  de  l'air  passaient  devant 
le  réticule,  jusqu'à  ce  que  la  pression  de  l'air  dans  le 
réservoir  fil i  devenue  égale  à  la  pres>ion  extérieure;  soit 
(in  commençant  de  compter  pendant  que  le  réservoir 
était  plein  d’air  et  en  continuant  jusqu'à  ce  qu'on  eéd 
fait  h'  vide.  Le  réservoir  intérieur  était  par  le  tube  (t 
en  eomnmnieation  avee  une  machine  pneumatique  de 
Ueissler,  et  par  le  tube  U'  soit  avee  l'air  extérieur,  soit 
avee  le  réservoir  qui  contenait  le  gaz  à  etudier.  II  va 
sans  dire  que  je  me  suis  convaincu  avant  chaque  ex¬ 
périence  que  les  franges  étaient  complètement  immobiles 
lorsque  lis  robinets  du  réservoir  intérieur  étaient  for¬ 
més,  Hn  réalité  il  ne  se  présenta  aucun**  difficulté* 
ni  par  h*  fait  îles  robinets  ni  par  relui  des  verres  (*  et 
s'ils  étaient  appliqués  avee  soin,  de  manière  à  fermer 
hermétiquement  h*  réservoir  intérieur  aussi  bien  que  le 
tube  /i,  où  était  ri  a  i  fermé  de  l'air  atmosphérique. 

Pendant  tonte  la  durée  de  l'expérience  on  a  fait 
circuler  ch»  Peau,  qui  avait  la  température  de  Pair  am¬ 
biant,  par  le  réservoir  extérieur  K.  Un  a  mesure  la 
température  de  Peau  a  l'entrée  et  à  la  sortie  au  moyeu 
de  deux  thermomètres. 


On  a  au  contraire  chauffé  l'appareil  pour  prc*sepm 
U) u lus  les  expériences  fuites  avec  les  vapeuirs  de  diffé¬ 
rents  lî((uitlt\s  volatils  el  pour  quelepies  expérion<*es  sur 
l'air  at inosplit;runii%  <*n  amenant  ele*  la  vapeur  d’eau  par 
lu  réservoir  extérieur.  On  n'a  commencé  Inexpérience 
qu'après  avoir  lait  e*,ircul(*r  assez  longtemps  la  vapiair 
d'eau  par  le*  conduit  extérieur  (ri.  par  le  tube  de  dériva¬ 
tion  F\  d’où  la  vapeur  élail  ani(ki!Û‘  dans  de?  l'eau  froide 
pour  élre  condensée. 

Le*  liquide  dont  on  voulail  (kxamin(kr  la  vapeur  était 
renfermé  dans  une  petite  cucurbile,  ([iti  était  composée 
d'un  tube  de  verre  terminé  par  une  boule  et.  muni 
d’un  robinet. 

Le  volume  de  la  cucurbite  jusqu'au  robinet  était  de 
lN^qisi.  Après  avoir  on  partie1  rempli  la  cucurbite  do 
liquide,  on  l'a  pesée,  puis  on  l'a  reliée,  à  robinet  fermé, 
avec  le  réservoir  intérieur  de  l'appareil  au  moyen  d'un 
bouchon  do  caoutchouc,  qu'on  pouvait  faire*  emlrer  dans 
rélargissement  dek  <i*  dik  manière*  à  lérmer  le*  passade*  à  l'air. 
Knsuite*  on  a  ouvert  le*  robin<kt  ele?  métal  (V  du  re’*s(*rvoir, 
après  avoir  auparavant  épuise’*  l'air,  pe*ndanl  epi'on  ob- 
s(*rvait  leks  frangea.  Après  sétre  de*  eedte*  manière*  con- 
vaincu  epie*  le*  conduit  de*  la  emeairbite*  était  bie*n  fermé 
ot  impenimable  à  Pair,  <*<*  epi'on  pemvait  conclure»  ele* 
rinmmbilifé  de*s  frange *s,  on  a  refermé  le*  robinet  de*  métal 
et  emvert  le*  robinet  ele*  verre*.  Luis  on  a  de*  nemve*au 
ouvc*rt  le*  robinet  ele*  métal  avec  précuution,  e*n  obse*rvant 
toujours  le*s  frange *s  penelaut  epie*  la  vape*ur  e*ntrait  dans 
lo  rése*rvoir  intérie*ur.  La  emeurbite*  a  e*n  meme*  t.e*mps 
été*  ediauffée*  plus  em  nmins  par  la  vape*ur  de*  re*tour, 
qui  ele*  Ff  était  umeaied*  élans  un  vase*  plein  d'eau  e*n- 
iourant  la  cucurbite»,  e*t  de*  ce*ttei  manière*  on  a  re*glé 
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l’évaporation  du  liquide  et  en  même  temps  la  vitesse  du 
déplacement  des  franges.  Après  avoir  fait  passer  un 
certain  nombre  de  franges  devant  le  réticule,  et  quand 
le  mouvement  des  franges  était  devenu  sensiblement 
plus  lent,  on.  a  fermé  le  robinet  de  métal  G'  et  ouvert 
le  robinet  (9,  par  où  la  vapeur  s’est  échappée  du  réser¬ 
voir  dans  le  conduit  menant  à  la  machine  pneumatique, 
où  elle  a  été  condensée  dans  un  réservoir  entouré 
d’un  mélange  réfrigérant  composé  de  glace  et  de  sel 
marin.  Puis  on  a  de  nouveau  fermé  le  robinet  G.  La 
vapeur  entra  de  nouveau  de  la  cucurbite  dans  le  réser¬ 
voir  intérieur  et  on  observa  le  déplacement  des  franges. 
On  continua  ainsi  plusieurs  fois  jusqu’à  ce  qu’on  eût 
compté  Tin  assez  grand  nombre  de  franges,  et  enfin  on 
ferma  le  robinet  de  la  cucurbite,  qui  fut  retirée  de 
l’appareil  et  pesée  après  avoir  été  refroidie.  En  général 
on  a  ouvert  le  robinet  un  instant  avant  la  pesée,  car  on 
a  préféré  introduire,  pour  l’air  qui  était  entré  dans  la 
cucurbite,  une  correction  dans  les  calculs,  au  lieu  de  se 
fier  à  ce  que  le  robinet  fût  toujours  complètement  im¬ 
perméable  à  l’air  pendant  le  refroidissement,  ce  qui 
n’était  pas  toujours  le  cas,  comme  les  premières  expé¬ 
riences  le  firent  voir. 

On  a  en  même  temps  observé  le  déplacement  des 
franges  jaunes  et  rouges,  ce  qui  a  beaucoup  facilité  le 
contrôle  du  dénombrement.  Au  commencement  on  a 
généralement  réglé  les  franges  de  telle  manière  que  le 
réticule  passât  par  le  milieu  d’une  frange  rouge,  qui  elle- 
même  était  exactement  située  au  milieu  de  deux  franges 
jaunes. 

Quelques  franges  ayant  passé  devant  le  réticule,  la 
frange  rouge  fut  couverte  par  une  frange  jaune,  puis  la 


franco  roujm  a  reparu.  A  nu  déplacement  de  lmil 
franges  jaunes  correspondait  celui  de  stkpl  franges  routes; 
en  comptant  un  assez  jrrand  iiond»r(k  de  d('kplae(kni(knts  ei 
en  ol)S(krvaid  à  quel  moment  une  France  rou^e  repara  is- 
sait  au  militMi  d(k  doux  franges  jaunes,  un  peut  av(ke  uni* 
1res  grande  précision  déterminer  le  rapport  du  nund)r(k 
des  fraudes  routes  (kl  jamuks  déplacées  en  meme  temps. 

L(ks  calculs  d<k  c(ks  expériences  uni  été  l ails  d(k  la 
manière  suivanl(k.  Soienl  L  la  distaiu*(k  des  deux  plaques 
de  verre  (  '  et  ('\  /,Vfl  la  longueur  d'onde  do  la  raie  du 
sodium  dans  le  vide,  StVa  le  nombre  des  franges  jaunes 
qui  passeid  devant  l<k  réticule  p(kndant  î|ue  l'indice  d(k 
réfraction  do  Pair  ou  de  la  vapeur  amenée  dans  le  réser¬ 
voir  intérieur  vide  d'air  a  pour  valeur  on  aura 

0  !  su  .  (I) 

lai  longueur  du  cylindre  intérieur,  mesurée  au  eathé- 
lomélre,  (Mail  a  0  <  1,  de»  ïUî>u,m,7:i ,  ce  qui  corr(kspond  a 
à  b«Sn  (!. ,  température  qui  (Mail  vraisemblable¬ 
ment  celle  du  cylindre  quand  il  était  chaude  par  la 
vapeur  d'eau.  1 /épaisseur  des  deux  plaques  mimas  de 
caoutchouc,  qui  étaient  Fortement  comprimées ,  était  au 
total  de  <)"»*“, k  à  la  température  ordinaire*  et  de  0»»»,! 
à  ( î.  Par  conséquent  ou  a  eu  millimétrés 

h  lîllyVi  à  Odl  et  ;f  14,70  à  W'(!, 

De  plus,  d'après  An^sli'om,  hs  longueurs  d'onde  des 
deux  raies  de  Na  soïd,  en  dix  millionièmes  de  milli¬ 
mètre*,  r>SS<J  et  oHtri,  dont  la  moyenne  est  oSbÜ.  Ku 
induisant  au  vide,  on  aura  dont'  en  millimètres 

^  iVii 


0,OOOiïHM7  *, 
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d’où  il  suit  qu’on  aura  pour  les  expériences  à  des  tempé¬ 
ratures  peu  élevées 

nSa—  1  =  S  sa  =  0,0000018739  Ssa  ■  (3) 


Cette  formule  s’applique  immédiatement  aux  expé¬ 
riences  sur  les  gaz,  car  elle  détermine  leurs  indices  de 
réfraction  pour  la  lumière  jaune  correspondant  a  la 
pression  et  à  la  température  qu’a  le  gaz  amené  dans  le 
réservoir,  quand  on  cesse  de  compter. 

On  a  de  plus,  en  se  servant  de  notations  analogues 
pour  la  lumière  rouge  de  Li , 


Mit  1  _  ^ Li 

î'I'Na  f  l Na 


^  =  1,38953 

b  Na  &  Na 


(3) 


où  le  rapport  de  deux  longueurs  d’onde  est  le  nombre 
trouvé  par  M.  le  Dr  Ketteler. 

Pour  faciliter  le  calcul  des  expériences  de  la  ré¬ 
fraction  de  la  vapeur,  on  peut  écrire  l’équation  (1)  sous 
la  forme 

L  (fl Na  1)  ^Na  $Na 

D 


où  D  est  le  poids  spécifique  de  la  vapeur  correspondant 
à  l’indice  de  réfraction  nNa  pour  la  lumière  jaune.  On  a 
déterminé  par  les  expériences  le  nombre  S  Na  de  franges 
jaunes  déplacées  par  un  certain  poids  G  de  vapeur.  Si 
le  volume  du  réservoir  intérieur  est  V  et  s’il  est  mesuré 
en  centimètres  cubes,  le  poids  G  étant  évalué  en  grammes, 

on  aura  D  =  Si  l’on  pose  =  sm,  s  Na  étant 

le  nombre  de  franges  déplacées  par  chaque  gramme 
de  vapeur  amené  dans  le  réservoir ,  on  obtiendra 


Vqtuilion 


^  .V«  "  l  ï  Xtt  I  r 

I)  Ij']  "S‘V</ 


(.1.) 


Mu  pe*sant  l'eau  <pu*  pevui  contenir  h*  réservoir  inté- 
•iesir,  on  a  trouvé  qtto  son  volume*  est  à  8°  (J., 

*e  ([ni  donnera  à  dS*'  (î. 

r  18:  W, 8. 

Si  l’on  introduit  dans  IVepudion  ci-dessus  la  valeur 
•orroflpondanto  de*  L ,  à  savoir  Ij  *  d  14,70,  on  obtiendra 
mur  les  exp<*rienres  en  question 

/'-V“  1  -  0, (Kilt  1:12:1  •, S  ,v<c  (">) 


On  aura  donc*,  pour  lus  vapeurs  le*  rapport  do  I 
ui  poids  spéritique  oorrospondanl  on  multipliant  par  le* 
îombrt*  ci-dessus  le*  nombre1  de*  franges  déplaeées  par 
'évaporation  d’un  gramnii'  du  liquide1,  (loiiimr  ce*  rapport 
st  sonsibleinenl  (‘onstant  pour  toutes  los  valeurs  eb‘  n 
*1  de4  D1  c'est  précisément  la  quantité'*  qu’il  s'agit  avant 
ont  de*  déterminer  immédiatement  par  ele*s  expériences, 
*t  (t’ont  pour  alte»indre*  ce*  but  que  le*s  expérieneos  ont 
‘te’*  disposées  e*t  l'apparent  oemstruit  de*  la  manière*  qu'on 
1  dite*. 

Pour  le*s  vape*urs  assez  pe*u  noml)re*usc*s  dont  on  a 
usqu’iei  étudié  la  réfraction,  on  a  toujours  cherche*  à 
léterminer  l'indice  etc»  réfraction  correspondant  à  une* 
irossion  constante*  e»t  à  une*  température*  cemstantc»;  mais 
1  est  bic*n  connu,  comme*  l'a  de'*ja  trouve*  Pulong,  tjue* 
e*  rapport  de*  n  -  1  à  la  pr<*ssion  n'est  pas  constant 
1  cause?  de*  l'encart  de  la  pression  ele*  la  vapeur  par  rap- 
)ort  à  la  loi  de*  Mariette*.  Il  e»st  donc  nécessaire ,  pour 


:Uo 


trouvai*  la  constante*  de*  rt ‘Fraction  aib*u  H-do-oo*  con¬ 
stante  qui  ust  e*araufe;risttquu  pour  la  \ a | »* *ur  an  quoHinu, 
d’invoquor  d'autivs  oxporionuos,  à  <a\ nir  rallia  qui  {nul 
aoiinailra  la  rapport  du  la  pression,  dus  \  apuur ;  a  h *u r 
poids  speVitique*  à  la  (euiiparaturu  auiuiidôroo,  H  de*  aolto 
manière*  on  introduira  dans  lus  rusttllnh  du  iiouiollo- 
sources  dVrruur. 

Kuün  on  a  aussi  mesure4  l'indice  do  ralVaalitut  al  la 
poids  spâuiftqua,  à  différentes  loi  opérai  lires  dos  liquide*, 
pour  lusquals  on  avait  détermine*  la  rufraatinu  du  la 
vapeur  de*  la  manière  daarifa  ai-dessus  l *nur  atteindre 
a<*  but,  on  s'ast  stTvi  d'un  pri-ine  areux  failli4  dan-;  tina 
pièce  de*  verre*  perforée  d’un  irmi  cylindrique»  «pii  pou¬ 
vait.  être*  ferme*  par  doux  luira.-  plans  a  Faut*  parallèle*, 
(îeux-ai  pouvaiani  adhérer  au  prium*  par  - imj*l**  adhesion» 
tuais  ils  y  furent  encore  fixas  par  datix  bande*.  do  caoui- 
alloua,  tpii  étaient  liées  n  nu  auuoau  do  înofal  onlonraiil 
les  verres.  Ou  pouvait  remplir  nulariatir  du  pré  nie  par 
un  trou  pratiqua  en  dessus  dans  laquai  Hait  plauu  prît- 
danl  la  durât1  dt*s  expériences  un  polit  thoriuomotro 
divisa  en  cinquièmes  de  de^tre  et  qui  hnurliuit  !o  trou. 

Pour  Faire4  lus  mesures»  on  >Vst  sorvi  chuta  théodolite 
oplit|ua  (fasse*/,  fraudas  dimensions  fabrique  par  M.  lo  prof, 
Jim^er ,  e*t  cjui  était ,  comme  le  “.peclrometre  do  Mejer- 
slein,  muni  d’un  collimateur  et  d’tmo  lituolîo  a  ob*er\n- 
tion.  Le*  uoraiu  à  mesure  Hait  divise*  on  douzièmes  do 
degré  ut  ait  înoyati  du  doux  microscopes  un  pouvait 
lire*  directement  doux  secondes»  l'iie  lablelle  >ur  laquelle 
(Mail  placée  lo  priante*,  H  inittiîo  do  iis  calantes»  ôtait 
placée  au  tuilieut  du  cercle  elo  toile*  maniéré  qifoît  îio 
pouvait  pas  sans  difficulté  Fa  ira  tourner  cotte*  lablolto  in¬ 
dépendamment,  du  cercle  divUé.  La  aonio  e  t  la  Itinolîo 
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pouvaient  au  contraire  tourner  ou  conjointemenl  nu 
séparément. 

La  méthode  dont  on  s’est  servi  pour  laiic  du.-»  ob¬ 
servations  avec  cet  appareil  différait  de  colle  qu  un  a 
appliquée  presque  exclusivement  jusqu’ici  pour  (aire  dos 
mesures  exactes  et  dont  le  but  est  do  del.erminer  la 
déviation  minima.  Le  but  des  mesures ,  dans  mes  ex¬ 
périences,  était  au  contraire  de  détenu  mer  /  aiaj/e  dont  d 
fallait  faire  tourner  le  prisme  pour  obtenir  la  de  nation 
donnée.  Cet  angle ,  joint  à  l’angle  relringonl  du  prisme 
et  à  la  déviation  constante ,  fournit  les  données  neces¬ 
saires  pour  calculer  l’indice  de  réfraction  relatif  a  la 
longueur  d’oncle  observée.  Après  avoir  exerulu  de  nom¬ 
breuses  mesures  par  ce  procédé  auquel  m’a  conduit  la 
construction  même  de  l’appareil,  je  veux,  dire  la.  connexion 
fixe  de  la  tablette  qui  porte  le  prisme  et.  du  cercle  divisé, 
je  peux  recommander  la  méthode  comme  oxarle  (‘1 
propre  à  l’exécution  pratique. 

Soient  n  l’indice  de  réfraction  du  prisme,  corres¬ 
pondant  à  une  certaine  longueur  d’onde,  /  cl  q  les 
angles  d’incidence  et  de  réfraction  du  rayon  incident, 
q  et  if  ceux  du  rayon  émergent;  on  aura 

sin  i  —  n  sin  q  et  sin  i'  n  sin  /', 
d’où  l’on  peut  déduire 


.  t-h-ï  %  —  ï 

sm  —1—  cos  — 


.  q  .  q  q~  q 

n  sm  1  q  1  cos  1  1 . 


i-4-i 1  .  i — i 
cos  ^  sm— 


q  q  .  q  q 

S  1  1  ‘«III  1  i 


n  cos  1  q  lsm 


Si  de  plus  on  appelle  l’angle  réfringent  du  prisme, 
2  a  la  déviation,  c’est-à-dire  l’angle  eonslunt  que  fait  le 


rayon  émergent  avec  le  rayon  incident,  et  enfin  :1b  l'angle 
dont  il  faut  faire  tourner  le  prisme  pour  produire  de 
nouveau  la  même  déviation,  on  aura 

*  +  /*  =  2(n|p),  i\  î  /;  ip.  i  I  -  *l>. 

Les  deux  é([uations  précédentes  peu\ eut  alors  ^écrire 

ain (ce - }  «sin/mi.-i  1 

/  i* 

"i:eos(r/  +  p)sin^  H  cospsili  1  t  1 


Si  l’on  élimine  ix-~  /[  et  si  l’on  pose*  {jour  abréger 


il  viendra 


sin(a  |  p) 
si  np 


i 


(«*  Dsin'A 
rns> 


un 

(7) 


Ces  deux  équations  servent  au  calcul  de  nA  apres 
qu’on  a  déterminé  par  des  expériences  les  trois  angle* 
p,  a  et  h.  La  dernière  équation  fuit  voir  que  e4 
l’indice  de  réfraction  correspondant  h  ronde  pour  la¬ 
quelle  b  ==  0,  et  pour  laquelle  ta  déviation  coudante 
est  par  conséquent  la  déviation  minium.  Lu  position 
correspondante  du  prisme  est  su  position  moyenne  pour 
la  même  déviation  constante  dans  chaque  série  d  expé¬ 
riences  sur  différentes  longueurs  d’onde;  car  lVcpiulictti  |7 1 
montre  que  b  et  b  donnent  à  n  la  même  valeur,  par 
où  l’on  voit  qu’en  faisant  tourner  le  prisme  de  l'angle 
°2h,  on  l’a  fait  tourner  de  Pangle  b  de  part  et  d'autre 
de  ladite  position  moyenne.  Far  conséquent,  d  Toit  u 
lu  sur  le  cercle  divisé  pour  la  même  mie  spectrale  les 
deux  angles  a  et  a%  correspondant  à  la  déviation  donnée, 
c’est  qu’on  a  fait  tourner  le  prisme*  de  ib  ^  ;  (rl .... 


i‘l  rancir  a  'J*1  du  cercle  divisa  correspond  à  la  position 
moyenne.  Si  du  plus  lus  angles  mesurés  pour  une  autre 
i*ait‘  du  spectre  sont  /?  et  fix ,  la  posilion  moyenne  eorres- 

puml  à  y  Il  suit  dt>  là  <|U(‘  «-|  «,===  /9 ,  et 

iiinsi  de  suite  pour  toutes  les  longueurs  (fonde  observées. 
Iles  relations  entre  les  angles  observés  fournissenl  un 
tort  bon  contrôle  de  l'exactitude  des  mesures. 

La  localité  où  ont  été  faites  les  expériences  était  le 
rliateati  de  Frederiksberg  situé  sur  une  colline  assez 
élevée  ;  l'appareil  était  placé  de  manière  qu’on  put,  ob¬ 
server  a  l'aide  de  la  lunette  l'horizon  distant  de  plusieurs 
milles  géographiques.  Après  avoir  placé  l'axe  de  rotation 
eu  position  verticale,  on  dirigea  vers  l’horizon  la  lunette 
mobile  autour  d'un  axe  horizontal  et.  l’on  visa  précisément 
les  objets  les  plus  distants.  La  lunette  fut  ensuite  tournée 
vers  le  tube  du  collimateur .  cl  la  moitié  supérieure  de 
si  fente  éclairée  fut  couverte  (1*011  diaphragme,  de  manière 
que  la  tente  vue  par  la  lunette  ne  s’étendit  que  jusqu’au 
tü  horizontal  du  réticule  qu'elle  touchait  tout  juste;  de 
plus  le  tube  de  glissement  du  collimateur  fut,  réglé  de 
manière  a  viser  nettement  la  fente. 

Quand  on  avait  versé  dans  l'intérieur  du  prisme  le 
liquide  dont  ou  devait  mesurer  l'indice  de  réfraction, 
on  a  toujours  mesuré  l'angle  réfringent.  La  lunette  fut 
dirigée  vers  le  croisillon  d'une  fenêtre  d’un  biUhnent 
situé  n  grande  distance,  le  prisme  fut.  placé  sur  la  lablelte 
de  l'appareil  et  la  lunette  fut  tournée  jusqu’à,  ce  qu’on 
vit  dans  le  champ  limage  du  croisillon  réfléchie  par  uni' 
des  surfaces  du  prisme.  Ensuite  on  réglait  le  prisme  au 
moyen  des  vis  calantes  de  la  tablette,  on  fixait  la  lunette, 
puis  on  faisait  tourner  la  tablette  et  le  cercle  divisé 


:ni- 


jusqu'à  ce  (|u'on  vît  l'image  réfléchie  par  l'autre  fart* 
du  prisme,  ou  l’ilia  il  de  nouveau  la  position  de  la  tablette 
au  moyeu  des  vis  râlantes,  et  on  continuait  de  cette 
manière  jusqu'à,  ce  qu'on  vît  précisément  les  deux  images 
de  la  mire  coïncider  avec  le  réticule.  L’aréfe  réfringente 
était  alors  verticale  et  on  mesurait  exactement  l'angle 
rélri lirait  au  moyeu  du  cercle  divisé. 

( tomme  sonna*  de*  lumière  on  s'est  servi  eu  meme 
temps  de  la  flamme  do  Au- Au  et  d'un  tube  de  Uen  ler 
à  hydrogène,  (pii  était  plaça*  entre  la  tlaimm*  et  la  lente 
du  tube  du  collimateur,  Huant!  la  lumière  qui  eu  str¬ 
iai  I  était  observée  par  la  lunette  après  s'eire  réfractée, 
on  voyait  généralement  cinq  raie*.  lumineuse^  \ erlï- 
cah*s.  On  lu*  s'est  pourtant  t*n  general  >er\ i  tpie  de 
(piatn*  d'(*ntn*  (*ll(*s ,  eau*  la  raie  \iolette  de  rimlrogme 
n'élait,  généralement  pas  assez  brillante,  La  lunette  fut 
tournée  autour  de*  son  axe  horizontal  de  maniéré  que 
les  raies  touchassent  précisément  le  îil  horizontal,  et  un  la 
régla  par  une  rotation  de  l'appareil  autour  de  Taxe  ut- 
lirai,  de  manière  qu'un  rayon  lumineux  de  réfrangibilité 
un  peu  plus  grande  (pu*  celle  do  la  raie  f  de  ta  iliiuîne 
de  l'hydrogène  «‘‘prouvât  nue  déviation  miuîma  dans  la 
direction  de  Taxe  do  la  lunette.  Kn  faisant  toiirner  le 
prisme  et  le  cercle  divisé,  les  quatre  raton  paleron I 
succ(‘ssiv(*m(*nt  deux  fois  devant  le  réticulé. 

Après  avoir  observe  le  thermomètre  dans  le  prLme, 
on  a  fait  tourner  h*  cercle  divine  de»  manière  a  faire  jimuT 
lus  raies  devant  h*  réticule  en  généra!  dans  l’ordre  IJ, 
Ha,  A a,  11$;  ll’p  Au,  //„,  IJ,  et  on  a  lit  les  huit  angles 
correspondants.  Puis  on  a  de  nouveau  observe  U*  thermo¬ 
mètre.  On  a  enlevé  |o  prisme,  lixe  le  cercle  divin*» ,  lu 
l'angle  et  ramené  ta  lunette  dans  la  direction  du  rolli- 


mateur  de  manière  à  pouvoir  observer  sa  fente  dans  le 
réticule  de  la  lunette. 

Par  cette  observation  on  a  déterminé  la  déviation 
constante  pendant  rexpérience,  et  l’expérience  était  alors 
terminée. 

Ce  qui  a  produit  la  plupart  des  erreurs  c’est  la 
variation  de  la  température;  c’est  pourquoi  on  a  rejeté 
les  expériences  où  cette  variation  surpassait  quelques 
dixièmes  de  degré.  Pour  avoir  des  mesures  d’indices  de 
réfraction  à,  différentes  températures,  on  fit  des  expériences 
en  différentes  saisons.  En  ce  qui  concerne  la  critique 
de  l’exactitude  des  résultats,  je  renverrai  à  la  détermina¬ 
tion  de  l’indice  de  réfraction  de  l’éther  éthylique ,  pour 
lequel  j’ai  exécuté  les  calculs  de  manière  qu’ils  peuvent 
en  meme  temps,  en  vertu  de  la  dispersion  régulière  du 
corps,  servir  de  contrôle  de  l’exactitude  des  résultats. 

Enfin  on  a  encore  déterminé  le  poids  spécifique,  à 
différentes  températures,  des  memes  corps  dont  on  avait 
mesuré  l’indice  de  réfraction.  La  détermination  du  poids 
spécifique  a  été  faite  en  général  par  la  pesée  d’un  corps 
(un  poids  doré  de  20  gr.)  suspendu  à  un  fil  de  platine 
(0mm,oo  d’épaisseur),  et  qu’on  a  plongé  dans  le  liquide.  Ces 
expériences  ifont  été  faites,  comme  les  expériences  men¬ 
tionnées  ci-dessus,  qu’a  la  température  de  l’air  ambiant. 

Toutes  les  substances  dont  je  me  suis  servi  provien¬ 
nent  du  laboratoire  de  l’ Université  et  m’ont  été  fournies 
par  M.  le  Dr  Tops0e,  à  qui  j’exprime  ici  les  remercie¬ 
ments  qui  lui  sont  dus  pour  le  soin  et  l’habileté  qu’il  a 
mis  à  préparer  des  substances  chimiquement  pures. 

Avant  de  citer  les  résultats  de  chaque  expérience  en 
particulier,  il  faut  que  j’expose  les  considérations  théo¬ 
riques  qui  m’ont  guidé. 
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Dans  le*  premier  mémoire4  sur  ce  suje*t  j'ai  c*li<*r<*lu* 
à  ôlahlir  théoriquement  la  relation  entre*  l'indice  de4  iv- 
fraclion  (1rs  corps  cl  leur  poids  spccifiijuc  à  des  tempé¬ 
ratures  différentes  ekt  à  des  étals  physiques  différents,  sur¬ 
tout  cm  ni o  servant  comme*  point  de  départ  de  la  théorie 
de  la  lumière  exposée  dans  les  tonies  1 1K  H  1  i  l  des 
Ann.  do  Pogg.  (quatrième  et  cinquième  mémoires  de  cette4 
édition).  Je  n'ai  tenu  compte4  que  do  l'indice  de  réfrac¬ 
tion  absolu ,  réduit  à  une  longueur  d'onde  inliniment 
grande,  et  j'ai  trouve'4  que  cette  quantité,  que  j'ai  désignée 
par  A,  est  approximativement  determinee  par  l'equation 


valable4  pour  les  corps  isotropes»  r  <4tant  le  \olmne  dt4 
Punit ch4  poids  du  corps,  e»i  V  e4l  tt  (‘tant  deux  « j liant itns 
constantes  pour  les  variations  de4  la  température  et  du 
volume4,  pourvu  t[U<k  le  corps  soit  compose  de  molécules 
séparées  par  des  intervalles  dans  loquep  ta  \ittsM*  dt* 
la  lumière4  est  égale  h  ce4lle4  du  vide4,  et  qui  en\-ineme^ 
ne4  sont  pas  influencées  par  lesdites  variatiom. 

(\o  résultat  ne4  de4pe4nd  pas  de»  la  forme4  des  molé¬ 
cules.  Si  l'on  veut  au  contraire  faire4  encore  un  pa^  de 
plus  <‘t.  calculer  l'indice4  de  réfraction  correspondant  a 
une4  longueur  d’onde1  quelconque ,  de  grandes  difficultés 
s'opposeront  aux  calculs.  Pour  cette  raison  je*  n'ai  metie 
les  calculs  jusepfau  bout  que*  dans  le  cas  simple  ou  les 
molécules  sont  sphériques»  et  j’ai  trouve*,  en  .supposant 
üo  plus  c|ue  la  vitesse*  ed  toujours  la  même  a  l'inferieur 
des  surfaces  sphériques  qui  limitent  les  molécules,  qu’on 
aura  approximativement 
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Ici  /é  désigne  l’indieo  do  réfraction  do  la  molécule 
ou  le  rapport  dis  vitesses  do  propagation  de  la  lumière 
dans  lo  vide  oi  à  l'intérieur  do  la  molécule,  r'  le  volumo 
do  Limité  do  poids  dos  molécules,  l  la  longueur  d'onde 
ot  s  lo  rayon  des  molécules.  On  voil  par  oo  rdsullal 
qu’on  peut  expliquer  la  disporsion  dos  (*orps  sans  sup¬ 
posât4  une  vitosso  de  propagation  à  l'intérieur  dis  molé- 
oulos  variable4  a  via*  l'impulsion  lumineuse  ou  la  longueur 
d'onde  do  lu  lumière,  i*ar  I'i'm itint inn  oi-dossus  s'accorde 
essentiellement  avoo  la  loi  do  la  disporsion ,  si  l'on  sup¬ 
posa  <|tio  )i'  no  dépend  pas  do  /, 

Bien  qu’on  ni*  puisse  pas  admottro  quo  lis  supposi¬ 
tions  siiuplis  dont  on  a  déduit  la  dernière  équation 
soiont  remplies  dans  la  réalité ,  lo  rdsullal  obionti  n'est 
pourtanl  pas  sans  application,  car  on  poul  plus  géné- 
ralotnonl  suppose*!*  quo  s  osl  une  limilo  inférieure  du 
rayon  do  la  splidro  d'action  dis  molécules ,  si  cotlo  sur¬ 
face  <st  considdrbo  <*ouuuo  une  surface  splidriquo  entou¬ 
rant  la  molécule  et  dans  rinldriour  do  laquelle  rindttonco 
do  la  molécule  sur  la  vitesse  do  propagation  do  la  lumière 
est  appréciable, 

Lo  dernier  terme  de  l'équation  (b),  savoir 
//’  i  ibr51  / 
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peut  être*  déterminé  numériquement  par  lis  expériences, 
ot  on  trouvera  par  exemple,  pour  plusieurs  substances 
examinées  dans  ce  qui  suit,  que  cette  quantité  est  ap¬ 
proximativement  égaie  à  Oarj  pour  la  raie  du  sodium. 

n,ix  1 

De  là  on  peut  déduire,  ■  ■  étant  nécessairement  plus 
petit  que  1, 

s  "'>  tô  millionièmes  de  millimètres 


dis 


<*e  ([ui  est  ici  la  limite  inférieure  du  rayon  do  la  sphère 
d'action  thuluilo  de  la  dispersion.  Oiiinrko  a  conclu  de 
ses  expériences  sur  l'adhésion  (Po^%  Ann.,  (.  Id7 )  que  ce 
rayon  est  pour  différents  corps  approximativement  e^al 
à  ÔO  millionièmes  de  millimètre,  ce  qui  concorde  bien 
avec  la  liiuilo  inférieure  trouvée  cmIosmîs. 

Il  résulte  de  toutes  les  expériences  que  }  r  est 

approximativement  constant,  même  pour  de  1res  grandes 
variations  du  volume.  (Test  pourquoi  j'appelle  celle  quan¬ 
tité  la  constante  de*  réfraction  du  corps.  Kilt*  nV*d  pour¬ 
tant  pas  absolument  constante,  car  elle  croit  un  peu  par 
des  accroissements  simultanés  du  volume  et  de  la  tempé¬ 
rature.  Au  moyen  de  quelques  expériences  sur  l'air  atmo¬ 
sphérique  et  sur  la  vapeur  dVIher  j'ai  cherché  à  déter¬ 
miner  l'influence  directe  des  \ aria! mus  de  la  température 
sur  la  constante  de  réfraction;  j'ai  trouve  qu'il  n'en 
existe1  pas  d'appréeiable  et  les  memes  expériences  ain d 
que  celles  sur  la  vapeur  de  sulfure  de  tau  houe  oui  dé¬ 
mon  hx*  que  la  dispersion  e*d  précisément  la  metue  a  la 
lempéralure  ordinaire  et  à  une  température  de  100  ( I. 
Pomme  l'accroissement  mentionné*  de  la  constante  de  ré¬ 
fraction  par  un  accroissement  du  volume  est  en  cotiror- 
dama*  avec  le  résultat  théorique  de  l'equation  |S|  <*(  par 
conséquent  peut  être  explique  sans  supposer  aucune 
variation  des  molécules  elles-mêmes,  ou  doit  reconnaître, 
comme  conséquence  des  expériences  ans  d  bien  que  de 
la  théorie,  que  les  propriétés  optiques  des  molécules  Mint 
à  uu  de^ré  remarquable  et  peut-être  souvent  complète¬ 
ment  indépendantes  des  variations  de  la  température, 
du  poids  spécifique  et  de  l'etat  physique. 

Céest  a  eette  même  eourlusjnu  que  l'on  est  conduit 
plus  immédiatement  par  la  considération  dm  raies  du 


sp<*c[n\  dont  la  position  est  pour  ainsi  diro  complètement 
iitele'peiiilnnh'  de  la  lonipérnliuv  <*l  de*  la  densité  du  corps. 

( îar,  epiolle  < (uc'  soit  d'ailltairs  la  Ihéorie,*  epéon  suive,  on 
doit  considérer  les  raies  du  spectre  comme'  dépendant 
spécialement  dos  molécules  et  de  leurs  propriétés  op¬ 
tiques,  e!  par  conséquent  Pin  variabilité'  ele\s  raies  c'n  traîne 
l'invariabilité'  des  molécules  (‘lle's-inéine's. 

Au  conlraire  un  chau^vmeud  ce)nsidéral)le'  de  la  con- 
stanle*  el<'  réfraction,  de'  la  dispersion  e't  de'  la  position 
des  raies  speedrahs  se'  produira  souveuil,  si  un  mélange 
de  (litléreutes  substances  se  change'  em  une'  cond)inaison 
chimiepu',  par  oîi  Ton  voit  t (iTie-i  la  modification  s’étend 
aux  molécules  t  d  le  s-m  entes. 

Les  roi îscWp ic'iicu'S  eles  conclusions  aiixepie'llt's  nous 
arrive  h  s  i<‘‘i  sc'  feTout  seiilir  sur  d'autres  points  <1<‘  la  science*. 
Ainsi  on  a  fait  différends  hypothèses  pour  faire'  cone*oreh'r 
avec  les  expériences  les  résultats  dealuils  de'  la  théorie'  du 
éditée  relativement  a  la  diiïusion  des  ^az ,  à  le'ur  frolte*- 
uu'iit  iutérie'ur  td  à  h'iir  conductibilité'  caloritiepie'.  On  a 
suppose',  ou  comme*  Ma,\\ve*ll,  e  pie*  ele'UX  moleVules  se* 
re'pousse'ut  avec  une*  Idrce*  proportionue'lle*  à  la  cinepiième' 
puissance*  th*  h'iir  distance*,  ou  c'emiuie*  Slt'phan,  ejuc*  h’S 
moleVtdes  m*  comporle'iil  comme'  eles  sphères  élasliepies 
demi  les  diamètres  varient  aveu*  la  température,  le*  dia¬ 
mètre  étant  invt‘rse*ment  proportionnel  à  la  epialrième* 
puksnuce  de  la  température*.  11  me*  se'inble*  epéon  peut 
au  préalable  faire*  robjt'('lion  epie*  les  forces  epii  ajds- 
se*nt  Hdre  les  molécules  dans  les  deux  théories  ne*  sont 
pas  de  nature»  à  proetuire  nécessairement  un  mouve*- 
ment  permam'tit  des  molécules,  ce*  epii  aurait,  cerlaine- 
me*ul  lieu  si  les  forces  agissaient  suivant  les  mème*s  lois 
epa*  les  acliems  a  dKfance  (pu*  mais  connaisseurs  jusqu’ici. 
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Mais  il  est  bien  possible  que  les  forees  hypothétiques  dont 
on  vient,  de  parler  puissent  se  faire  équilibre  sans  aucun 
mouvement.  Seulement,  la  dernière  hypolhèse  est  sur¬ 
tout  en  contradiction  avec,  l'invariabilité  des  molécules, 
qui ,  d'après  ce  que  j’ai  cherché  à  démontrer,  apparaît 
dans  leurs  propriétés  optiques. 


i.  Air  (itmosphcr’niHv. 

Les  expériences,  qui  ont  commencé  dans  Phiver  do 
1S70,  ont  été  répétées  très  souvent  à  cause  de  la  divergence 
des  résultats  avec  ceux  qu'on  connaissait  alors  de  lîiot, 
Arago,  Jamin ,  Jvetleler,  A  qui  concordaient  outre  eux. 
L’air  très  pur  était  amour  du  dehors  par  un  Umtf 
tube  de  verre,  par  deux  tubes  en  C  à  chlorure  (h*  cal¬ 
cium  et  à  potasse  et  enfin  au  réservoir  intérieur  de  l'ap¬ 
pareil.  De  Peau  à  la  température  de  Pair  circulait  dans 
le  réservoir  extérieur.  Je  citerai  en  particulier  les  me- 
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la  fin 
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155,45 
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!  5U,25 

15U 

155,58 

*  N0TK  II  758,5-1*  j 

1 

5°,2H 

151,1 

155,50 

Moytmne  ! 

155,49 

Dans  ce  tableaui  la  pression  de*  Pair  extérieur,  t [ui 
ait  aussi  la  pression  liliale  du  réservoir,  est  désignée 
ir  //,  la  pression  dans  1e  réservoir  au  commeneemenl 
i  dénombrement  par  //,  la  tempe'ratuiv  de*  Peau  am¬ 
ante  par  /,  le*  nombre4  ile*s  frangi'S  de*  Na  déplacées 
ir  .s*',  et  le*  même  nombre1  réduit  à  la  pression  de  7f>0mm 
,  à  la  température  de  congélation  de  Peau  par  a.  Ou 
calculé  la  réduction  par  la  formule 

*  -  n  h  (I  !  0,oo»r,7/). 

Voici  le*s  résultats  de*  toutes  les  exp<Ti(*n<Ms ,  rangés 
u*  ordre'  el<*  grande*ur  et.  redluits  tle*  la  même*  manière 
la  température'  0°  O.  ed  à  la  prc'ssiem  elt*  7(>0mm. 
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La  température*  indiepiée*  enfre  parenthèses  c‘st  celle 
laquelle  les  <*xpéri<'nces  ont  été  faites. 

On  a  souvent  pemr  les  pressions  les  plus  basses 
oservé  la  pression  temtes  les  (bis  qu’une  raie  passait 
:ivunt  le*  réticule*,  par  oit  Pem  a  reconnu  que  la  variation 
lî  la  pression  correspondante'  au  passage*  d'une*  frange 
ait  toujours  la  même*,  ed  céda  meme*  pour  les  plus 
■arides  raréfactions,  les  écarts  étant  très  petits  ed  ne*  dév¬ 
issant  pas  les  erreurs  d'observation. 
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Dans  la  réduction  relative  à  ia  température  on  a 
fait  l’hypothèse  que  l’indice  de  réfraction  de  l’air  no 
dépend  que  de  la  densité  et  qu’il  ne  varie  pas  avec  la 
température,  si  la  densité  reste  invariable.  L’admissi¬ 
bilité  de  cette  hypothèse  est  déjà  confirmée  par  les  ex¬ 
périences  citées,  mais  en  outre  quelques  expériences  ont 
été  faites  avec  l’appareil  chauffé  par  un  courant  de  va¬ 
peur  qui  avait  circulé  dans  le  réservoir  extérieur.  On  a 
trouvé  dans  trois  expériences  que  le  nombre  des  franges 
déplacées  était 

115,1,  115,0,  115,8,  moyenne  115,4, 

pour  une  variation  de  la  pression  égale  à  760mm.  On  ne 
pouvait  pas  immédiatement  déterminer  la  température 
du  réservoir  intérieur,  mais  on  l’a  calculée  par  la  foi- 
mule  de  réduction  citée  ci  -  dessus  et  par  le  nombre  dos 
franges  correspondant  à  0°,  à  savoir  par  la  formule 
155,49  =  115,3(1  +0,00367  + 

on  a  trouvé  pour  la  température  t  =  05°  G.  Celte  va¬ 
leur  peut  être  considérée  comme  très  voisine  de  la  vraie 
température,  qui  en  tout  cas  ne  peut  s’écarter  de  plus 
de  5°  de  la  température  calculée.  Dans  toutes  les  ex¬ 
périences  on  a  en  même  temps  observé  les  raies  rouges 
de  LL  La  détermination  du  rapport  des  nombres  de 
franges  jaunes  et  rouges  déplacées  était  ici  très  facile, 
car  aussi  bien  dans  les  expériences  à  la  température  de 
l’air  ambiant  que  si  l’appareil  était  chauffé  par  la  va¬ 
peur  d’eau ,  on  voyait  pendant  toute  la  durée  du  dé¬ 
nombrement  passer  toujours  exactement  en  mémo  temps 
huit  franges  jaunes  et  sept  franges  rouges,  quand  Pair 
revenait  de  la  plus  grande  raréfaction  jusqu’à  la  pression 
atmosphérique. 


L’indice  do  réfraction  ele4  la  raie  du  sodium,  pour 
l’air  atmosphérique  soc  à.  une  prossiou  ele4  7(>0mm  et  à 
0°  C.,  est  ou  vertu  de  l'équation  (3),  deferminé  par 

wa'„--1  —  O,()00()()i 87;r.)  •  155,40, 

d'oii 

•Uya  1, 00020187. 

En  réduisant  de  la  latitude  do  Copenhague  à  la 
latitude  de  45°,  on  obtiendra 


)lNa  ■*=  1,00020108. 

De  plus  on  pont  au  moyen  do  col  U'  valeur  calculer 
la.  (ajustante1  de  réfraction  P  ^  I  u)  r ,  qui  pour  les 
vapeurs  et  les  gaz  peut  être  égalée  à  $(//  —  l)r.  Le  poids 
spécifique  do  l’air  atmosphérique  ^  j  (Haut  0, 00120207,  on 
trouve4 

P #a  ««  0, 10012. 

Pour  le4s  franges  de  Li  on  trouve  erapros  (II) 


8  jj 
H  Na 


8  ’ 


nu  1,00020000,  Pu  0, 14050 . 


La.  dispersion  e4st  ave4c  une  plus  grande1  précision 
déterminée  par 


nyu  --  H  jj 
»  Na  1 


0, 001142. 


Au  me>yen  ele4  la  formule4  de  dispersion  —  A  | 

on  a  encore  caleuüé  le4  tableau  suivant  eless  indice4*  ele4 
réfraction  des  raies  de  Eraunhofer  : 


nA  ™  1 ,000280*15 , 

nn  1,00028002 , 

na  1,00020024 , 

ni)  m  1,00020108, 
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nE  =  1,00029217, 
nE  =  1,00029312, 

Va  =  1,00029480, 
nu  =  1,00029031. 

Pour  l’air  humide  l'indice  de  réfraction  est  un  pou 
moindre.  A  l'aide  des  expériences  sur  la  réfraction  de 
la  vapeur  d’eau,  qui  seront  rapportées  dans  ce  qui  suil, 
on  trouvera  pour  une  pression  73  de  la  vapeur,  supposée1 
loin  du  point  de  saturation, 


7lea  " 


0,000250 ■ 


73 


7(10(14-0,00307/)’ 


on  voit  ({lie  l’on  doit,  pour  Pair  humide  où  la  vapeur  a 
une  pression  ajouter  la  correction 


—  0, 000041 


© 

700 


à  l’indice  de  rétraction  mentionné  ci-dessus. 

Nous  allons  comparer  ces  résultats  a  ceux  qui  oui 
été  trouvés  par  d’autres  observateurs. 

Les  expériences  célèbres  d’Arago  et  Biol.  (Mém.  de 
F  Inst.,  t.  VII,  1806  et  1807)  faites  avec  le  prisme  ont 
donné  pour  la  lumière  blanche  l’indice  de  réfraction,  réduit, 
à  0°C.  et  76ümm,  n  —  1,00020458.  Le  I)r  Kotteler  («Par- 
benzerstreuung  der  (tascM,  Bonn,  1865)  a  trouvé  par  la 
méthode  des  interférences  nNa  —  1,00021)470,  et  Jamin 
(Ann.  de  ch.,  i.  59)  pour  la  lumière  blanche  n  1,000204. 

Les  résultats  des  expériences  plus  récentes  de  Mas- 
cart  (C.  R.  de  P  Acad,  des  sciences,  L  78,  p.  617  et  679, 
1874),  s’approchent  plus  de  la  valeur  trouvée  par  moi. 
Mascart  s’est  aussi  servi  de  la  méthode  des  interférences, 
mais  au  lieu  des  miroirs  de  Jamin  il  a  employé  la  mé- 
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thode  de  Fizeau,  où  les  rayons  sont  séparés  par  deux 
verres  obliques  à  faces  parallèles  et  superposés  de  nou¬ 
veau  par  un  système  semblable  opposé.  Les  deux  rayons 
étaient  séparés  par  un  intervalle  de  plusieurs  millimètres, 
intervalle  qui  vraisemblablement  était  beaucoup  moindre 
que  dans  mes  expériences  (environ  28mm).  Mascart  a 
trouvé  à  0°  G.  un»  =  1,0002923,  et  pour  t  degrés  le 
facteur  de  réduction  1  -(-  0, 00383 t.  Ici  le  coefficient  de  t 
est  un  peu  plus  grand  que  le  coefficient  de  dilatation  de 
l’air.  Les  expériences  de  V.von  Lang  publiées  l’année 
passée  (Pogg.  Ann.,  1. 153,,  Wiener  Sitzungsber.,  t.69,  A  ht  9) 
et  dont  le  but  spécial  était  de  déterminer  l’influence  de 
la  température  sur  la  réfraction,  ont  au  contraire  donné 
comme  résultat  nt  =  n0  —  0,905  •  1 0~e  t  -f-  0,00239  •  10~6  f, 
valable  entre  les  limites  if  ==  0°  G.  et  t  =  95°  G.,  résultat 
qui  donne  un  écart  de  sens  opposé  à  celui  de  M.  Mas- 
eart,  le  facteur  de  réduction  étant,  en  vertu  de  cette  for¬ 
mule,  approximativement  égal  à  1  -(-  0, 00311 1.  Toutefois 
on  voit,  par  l’absence  de  détermination  de  la  dispersion, 
([ne  la  méthode  de  Lang  n’est  pas  assez  exacte ,  et  en 
réalité  elle  ne  consiste  qu’en  une  application ,  du  reste 
ingénieuse,  de  la  méthode  des  prismes  ;  mais  la  précision 
obtenue  par  cette  méthode  ne  peut  cependant  pas,  comme 
l’a  aussi  reconnu  Mascart,  être  comparée  à  celle  de  la 
méthode  des  interférences.  J’ai  trouvé  plus  haut  dans 
le  voisinage  du  point  d’ébullition  de  l’eau  un  déplace¬ 
ment  de  115,3  franges;  ce  résultat ,  combiné  avec  celui 
de  Lang ,  donnerait  une  température  du  réservoir  d’en¬ 
viron  12(P  C.,  ce  qui,  cela  va  sans  dire,  est  impossible. 

Par  le  calcul  des  observations  de  la  réfraction  astro¬ 
nomique,  Delambre  a  trouvé  (Mém.  de  l’Inst. ,  t.  VII) 

n  =  1,00029407.  Besscl  au  contraire  (cf.  Biot,  G.  R.,  t.  40) 

21* 
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a  calculé  ses  tableaux  de  la  réfraction  en  supposant 
n—  1  égal  à  l’angle  57", 538  à  une  température  de  b0, 305  C. 
et  à  une  pression  de  751mm,8,  ce  qui  donne  «  =  1,000291008 
à  0°  C.  et  à  une  pression  de  760mm. 

Les  astronomes  se  sont  servis  après  lui  de  cette 
valeur,  quoique  les  physiciens  fussent  d’accord  pour 
trouver  qu’elle  était  trop  petite. 

Gyldén  (Mém.  de  l’Acad.  de  Saint-Pétersbourg,  t.  X, 
n°  1,  1866,  et  t.  XII,  n»  4,  1868)  pose,  après  „une  discus¬ 
sion  préliminaire"  des  observations  faites  à  Pulkova, 

2  H 

=  a  =  0,00027985,  pour  une  température  de  7°, 44  R. 
et  une  hauteur  barométrique  égale  à  29,5000  pouces  an¬ 
glais,  d’où  l’on  peut  calculer  n  =  1,00029270  à  0°  C.  cl  à 
760mm.  Le  facteur  de  correction  relatif  à  la  température 
est  ici  1  -f  0,003689 1. 

V.  Fuss  a  corrigé  la  valeur  déduite  par  la  discussion 
préliminaire  de  a  (ibid.,  t.  XVIII,  n°  3,  1872),  dont  s’esl 
servi  Gyldén,  et  trouvé  a  =  0, 00027837,  nombre  auquel 
correspond  n  =  1,00029121.  Le  point  du  spectre  des  étoiles 
visé  dans  la  lunette  est  indiqué  plus  précisément  (p.  3) 
comme  correspondant  au  milieu  de  la  partie  „qui  saute 
le  plus  aux  yeux"  et  par  conséquent  „à  peu  près  à  la 
région  du  jaune  ou  du  vert." 

Le  résultat  final  des  observations  astronomiques  est 
complètement  d’accord  avec  le  tableau  calculé  par  moi, 
spécialement  si  l’on  tient  compte  du  fait  qu’il  est  valable 
pour  l’air  sec.  Les  astronomes  n’ont  pas  réussi  à  déter¬ 
miner  les  corrections  pour  la  vapeur  d’eau. 

Bessel  a  indiqué  que  la  dispersion  de  l’air  entre  les 
limites  des  raies,  de  B  à  6r,  est  0,0126  de  la  réfraction. 
Cette  détermination  serait  en  concordance  avec  mes 
résultats,  si  l’on  remplaçait  la  raie  G  de  Fraunhofer  par 
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une  raie  comprise  entre  F  et  G ,  mais  toutefois  plus  rap¬ 
prochée  de  F .  Le  Dr  Ketteler  a  déterminé  avec  plus  de 
précision  la  dispersion  par  la  méthode  des  interférences 
(  „Farbenzerstreuung  der  Gase“,  Bonn,  1865).  Il  a  aussi  le 
premier  fait  l’observation  importante  pour  la  théorie,  que 
le  rapport  de  la  dispersion  à  la  réfraction  de  l’air  est 
Indépendant  de  la  pression,  qui  dans  ses  expériences 
était  comprise  entre  les  limites  0,63  et  2,56  atmosphères. 
J’ai  trouvé  que  cette  loi  est  confirmée  jusqu’à  la  plus 
grande  raréfaction  et  ma  détermination  de  la  dispersion 
est  complètement  d’accord  avec  celle  de  Ketteler.  On 
voit  encore  par  mes  expériences  que  la  dispersion  est 
indépendante  de  la  température  entre  les  limites  0°  et 

ioo°  c: 

Parmi  les  autres  observateurs  on  peut  nommer 
Croullebois ,  dont  les  expériences  doivent  toutefois  être 
considérées  comme  manquées,  et  Mascart,  qui  par  ses 
expériences  citées  plus  haut  a  trouvé  presque  la  même 
dispersion  que  le  Dr  Ketteler  et  moi  (plus  grande  d’environ 
8  pour  100). 


2 .  Oxygène.  O. 

L’oxygène  était  dégagé  de  l’oxyde  rouge  de  mercure 
dans  une  cornue  de  platine,  et  conduit  par  des  tubes  de 
verre  et  de  porcelaine  au  réservoir  intérieur  de  l’appareil. 
Gomme  les  expériences  préliminaires  avaient  montré  un 
accroissement  appréciable  de  la  dispersion,  quand  on 
chauffait  trop  la  cornue ,  ce  qu’il  fallait  attribuer  à  une 
trace  de  vapeur  de  mercure  entraînée  dans  le  réservoir, 
on  interposa  dans  le  conduit  un  tube  rempli  de  soufre 
en  poudre  dans  les  expériences  finales.  Au  commence¬ 
ment  de  chaque  expérience  on  a  fait  le  vide  presque 


complot  dans  l'appareil  et  la  cornue,  pue*  * *i t  a  titauflé 
la  cornue  (ai  comptant  les  frange-  jm-qu  a  re  que  le 
nombre  des  {'ranges  déplacées  fui  deumu  un  pim  plus 
grand  que  celui  qui  répondait  à  la  j  ire— ion  do  l’air  am¬ 
biant  et  qui  était  connu  par  dos  expérience-  prélimi¬ 
naires,  Puis  h»  réservoir  fut  isole  de  la  cornue  et  rn\\geiie 
en  excès  fut  évacué  par  [‘autre  robinet  dan-  l'air  e\te- 
rieur;  on  compta  alors  le  nombre  de  franm*s  ijui  repas¬ 
saient  en  sens  inverse,  et  ce  nombre  fut  .Minorait  du 
nombre  trouvé  en  premier  lieu»  Par  suite  î  expérience 
prenait  fin  quand  la  pression  était  devenue  relit*  de  Pair 
extérieur. 

Les  résultats  de  lotîtes  les  expérience-,  a  |V\reptîott 
des  doux  premières,  qui  nVtaienl  que  préliminaire^  sont 
présentés  dans  le  tableau  suivant. 


U 

h 

1 

% 

mm. 

mm. 

75:1,115 

(ht 

15 /ni 

îat/n 

t  i:i,25 

7(14/4 

:i,5 

trr,7s 

ta*/ 7 

141,10 

757,41 

0/1 

tfiJrJ5 

tlfiU 

14  4M* 

755,85  ; 

0,5 

ne/UH 

t:i5»u 

115,02 

748/1(1  , 

2,0 

4  /15 

t  tu,  s 

t  jbi/ifi 

748/1(1 

4,0 

4  /,Tt 

t  lu  U 

1 4M  H 

Muoaifir 

1 15,00 

Pûs  notations  sont  les  mémo  que  «vile*  dont  je  me 

suis  servi  précédemment.  De  la  moyenne  trouve*»  pour 
le  nombre  des  franges  de  Na%  réduit  a  un  artToPonttiitî 

de  pression  trime  atmosphère  et  au  point  «le  congélation 
de  l’eau,  on  peut  déduire 
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Il Na  =  1,00027155,  j Pjv«  =  0,12666, 

où  la  pression  normale  est  en  même  temps  réduite  à  la 
latitude  de  45°.  Le  poids  spécifique  de  l’oxygène  a  été 
pris  égal  à  0,0014293  dans  la  détermination  de  la  con¬ 
stante  de  réfraction  PNa. 

Le  rapport  de  la  dispersion  à  la  réfraction  se  mon¬ 
tra  ici  un  peu  plus  grand  que  pour  Pair  atmosphérique, 
car  au  déplacement  de  135  franges  jaunes  répondit  celui 
de  118  franges  rouges.  On  en  déduit 

nLi  =  1,00027034,  Pli  =  0,12609. 

La  dispersion  est  déterminée  avec  plus  de  précision 
par 

=  0,00447. 

nXa—  1 

Dulong  a  de  plus  déterminé  le  rapport  de  la  réfrac¬ 
tion  d’une  série  de  corps  à  celle  de  Pair  atmosphérique 
par  ses  belles  expériences  bien  connues.  Pour  Poxygène 
Dulong  a  trouvé  le  rapport  0,924,  ce  qui,  combiné  avec 
l’indice  de  réfraction  de  Pair  atmosphérique  déduit  de 
mes  expériences,  dorme  pour  l’oxygène  nNa  =  1,0002690. 

3.  Azote.  N. 

Je  n’ai  pas  fait  d’expériences  directes  sur  la  réfrac¬ 
tion  de  l’azote,  mais  j’ai  trouvé  par  le  calcul  des  indices 
de  réfraction  pour  Pair  atmosphérique  *  *  note  4. 

nNa  =  1,0002960  ,  PNu  =  0,15713, 
nu  =  1,0002951  ,  Pu  —  0,15663, 

=  Oi00316  _ 

VI  Na  1 
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Dulong  a  Irouvé  que  le  rapport  de  la  réfraction  de 
l’azote  à  celle  de  l’air  atmosphérique  était  1,020,  d’où 


nya  =  1,0002969. 


Maseart  a,  dans  ses  expériences  mentionnées  ci-dessus, 
trouvé  nXa  =  1,0002972.  En  ce  qui  concerne  la  disper¬ 
sion,  les  écarts  sont  plus  grands,  car  Maseart  trouve 
une  dispersion  plus  grande  (définie  par  le  coefficient  B 


de  la  formule  n  —  1  -—A 


j  pour  l’azote  que  pour 


l’air  atmosphérique,  tandis  que  mes  expériences  donnent 
un  résultat  contraire. 


4.  Hydrogène.  H. 

L’hydrogène  était  dégagé  d’un  flacon  où  l’on  avait 
mis  du  zinc  sur  lequel  fut  versé  par  un  entonnoir  muni 
d’un  robinet  de  l’acide  sulfurique  bien  pur;  le  gaz  se 
purifiait  ensuite  en  passant  par  un  système  de  cinq  tubes 
en  U  h  potasse,  à  chloride  de  mercure  à  chlorure  de 
calcium  et  à  chaux  hydratée  (deux  tubes). 

On  a  commencé  par  faire  presque  complètement  le 
vide  dans  le  réservoir,  qui  était  en  communication  avec 
l’appareil  de  dégagement,  puis  on  a  versé  l’acide  sulfu¬ 
rique  sur  le  zinc;  l’hydrogène  dégagé  était  conduit  au 
réservoir  et  à  la  machine  pneumatique.  Quand  la  pres¬ 
sion  était  devenue  égale  à  celle  de  l’air  extérieur ,  l’hy¬ 
drogène  dégagé  était  évacué  par  la  machine  pneumatique 
dans  l’atmosphère ,  et  l’on  continuait  encore  pendant 
quelque  temps  à  amener  l’hydrogène  dans  le  réservoir  en 
observant  les  franges,  jusqu’à  ce  qu’elles  fussent  deve¬ 
nues  complètement  immobiles.  Puis  l’appareil  de  dégage¬ 
ment  fut  isolé  du  réservoir,  et  on  a  de  nouveau  fait  le 
vide  par  la  machine  pneumatique  en  comptant  les  franges. 
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routes  les  mesures  exécutées  sont  consignées  dans  le 
ableau  suivant. 


H 

1  k 

t 

s' 

8 

mm. 

mm. 

763,77 

15 

3°,  50 

70,5 

00 

S'f 

L>> 

767,11 

11,5 

5°,  88 

73 

75,01 

767,39 

22,75 

6°, 90 

71 

74,30 

767,09 

11 

4°, 42 

72 

73,62* 

764,84 

10,5 

6°,  85 

72 

74,37 

757,33 

2 

3°, 75 

73 

74,46 

776,29 

2 

0° 

75,5 

74,11 

776,29 

4 

0°,13 

75 

73,84 

Moyenne 

74,02 

Dans  les  deux  dernières  expériences  on  a  fait  re¬ 
passer  l’hydrogène  dans  l’appareil  après  qu’on  eut  cessé 
3e  compter,  par  où  l’on  vit  que  les  franges  revenaient 
\  leur  position  primitive.  Si  l’on  attribue  pour  cette 
:aison  un  poids  double  aux  deux  dernières  expériences 
et  si  l’on  rejette  les  deux  premières,  on  obtiendra  comme 
moyenne  s  =  74,08. 

A  ceci  correspond 

nNa  =  1,0001387 ,  Pxa  =  1,0325, 

[e  poids  spécifique  étant  0, 00008957. 

A  un  déplacement  de  55,5  franges  jaunes  correspond 
celui  de  48,5  franges  rouges.  Par  conséquent  on  aura 

nLi  =  1,0001380,  Pli  =  1,0277,  — — =  0, 00470. 

%Xa —  1 


NOTE  5. 
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La  réfraction  de  l’hydrogène  par  rapport  à  celle  de 
l’air  est,  d’après  Dulong,  0,470,  d’où  nXa  =  1,0001368. 
Ketteler  a  trouvé  nXa  =  1, 00014294,  nLi  =  1,00014288,  et 
par  conséquent  à  peu  près  la  même  dispersion  que  moi 
(71,5  franges  jaunes  pour  62,5  franges  ronges  et  dans  une 
autre  expérience  63,6  pour  55,5),  mais  au  contraire  une 
réfraction  notablement  plus  grande  que  celle  que  j’ai 
trouvée.  Mascart  a  nXa  =  1,0001388,  ce  qui  concorde 
presque  complètement  avec  mon  résultat.  Il  trouve  au 
contraire  que  le  coefficient  de  dispersion  de  l’hydrogène 
est  notablement  plus  petit  que  celui  de  l’air,  tandis  que 
Ketteler  et  moi  avons  trouvé  qu’il  est  plus  grand. 

5.  Eau.  H20. 

Les  expériences  sur  la  réfraction  de  la  vapeur  d’eau 
furent  exécutées  de  la  même  manière  que  j’ai  déjà  dé¬ 
crite  précédemment  et  dont  je  me  suis  servi  pour  étudier 
les  vapeurs  de  tous  les  liquides.  Dans  le  tableau  ci-dessous 
G  désigne  le  poids  en  grammes  de  l’eau  évaporée,  S  le 
nombre  total  des  franges  de  Na  déplacées  par  cette 
évaporation ,  et  s  le  rapport  de  S  à  G  ou  le  nombre 
des  franges  déplacées  par  l’évaporation  d’un  gramme  d’eau. 


G 

S 

fi 

1,2252  -f  0,0180 

1 12  4-  0,41 

90,42 

1,755  +  0,018 

160  4  0,30 

90,45 

2,8073  *4-  0,0178 

256  4-  0,36 

90,74 

5,3105  •+  0,0163 

480  4  0,25 

90,16 

11,1681 

1009,38 

90,38 

La  dernière  ligne  donne  la  somme  do  tous  les  poids 
et  colle  do  i ont t\s  les  {Vailles  déplacées,  d’où  l’on  a  dé¬ 
duit  le  quotient  final  1)0,28.  ^domine  exemple  des  calculs  *  note  r>. 
des  pelilos  coiT(vcUons  faites  dans  les  deux  colonnes ,  je 
citerai  les  détails  do  la  première  expérience.  La  petite 
cucurbite  remplie  d'eau  pesait  2:î«r,4l42  avant  l’expé- 
rieneo  et  après,  el  on  a  compté  .113  franges  en 

totalité.  Dans  toutes  ces  expériences  la  vapeur  du  réser¬ 
voir  intérieur  fut  amenée  à  la  machine  pneumatique 
chaque  fois  qu'on  avait,  fait  passer  exactement  53  franges 
devant  le  réticule  (une  seule  fois  1(>).  Le  volume  do  la 
cucurbite  était  tS<’<’,iHi  et,  son  poids  1  btfqorm. 

11  y  avait  donc  lors  de  la  première  posée  4*7.1582 
d’eau  td.  15(t,H22  d'air  humide  dans  la  cucurbite.  La, 
température  était  0°  (!.  On  trouve  par  suite  que  le  poids 
d’air  sec  contenu  dans  la  cornue  était  O^oioo.  Un 
gramme  d'air  sec  produirait  dans  le  réservoir  un  déplace¬ 
ment  de  05/)  franges  et  un  gramme  do  vapeur  d'eau 
un  déplacement  d'environ  1)0,1  franges ,  ce  qui  fait  34,0 
franges  do  plus.  S’il  y  avait  ou  dans  le  réservoir  au 
lieu  de  0*r,onw  d'air  soc  le  mémo  poids  de  vapeur ,  le 
déplacement  eut  été  de  0,oi(W’-34,o  ~  0,4 1  franges  plus 
grand,  correction  qui  a  été  ajoutée  au  nombre  de  franges 
trouvé.  De  plus  la  cucurbite,  dans  la  seconde  pesée, 
contenait  5*r,UM0  d’eau  et  15(,<\o*m  d'air  humide,  ce  qui 
donne  un  poids  d’air  sec  égal  a  0*r,oi8i).  Le  poids  d’eau 
évaporée  est  donc 

4,2582  (Ilqmio— 0,oi8o)  t , 225*2 -)-(), oibo  grammes. 

Du  reste  comme  ces  corrections  n’influencent  que 
très  peu  le  résultat  final ,  j’ai  pensé  qu’il  était  superflu 
de  citer  tous  les  détails  de  chaque  expérience  dont  dépen¬ 
dent  les  calculs. 


Du  nombre  des  frange*  déplacées  pur  IVvupnrat  ion 
d’un  gramme  d'eau  on  peut  déduire  immédiatement*  en 
vertu  de  réquation  (f>),  la  valeur  de  ^iix,ê^  ^  eu  multi¬ 
pliant  ee  nombre4  par  0,002422,  et  ensuite  la  muslanb*  de 

M  ,  d  a  1 

rétraction  J\  qui  pour  les  vapeurs  est  ^  ^  ,  en  multi¬ 

pliant  le  menu4  nombre4  par  0,002288.  De  relie  manière 
on  obtient  pour  la  vape4ur  d'eau 

Pxa  --  0,002288  •  90,28  0,2008. 

On  peut  de4  plus  en  déduire  l'indice  de  réfraction 
de4  la  vapeur  d'eatu  eom4spondaut  au  poids  q»ecilique 
normal,  epii  est  9  fois  plus  grand  que4  celui  de  l'hydrogène 
ou  O,ooo80()i,  car  ou  sait  que  n  1  »  ij  !*•  IK 

On  trouvera 

1  ,0002200. 

Jamin  a  de  ses  expériences  sur  les  interierettee>  élans 
l'air  humide4  déduit  un  résultat  notablement  plus  grand, 
savoir  1 ,000201,  valable  pour  la  lumière  blanche. 

J'ai  trouvé  cjue  la  dispersion  de4  la  vapeur  d'eau 
était  plus  grande4  t[u<4  celle  de4  l'air  atmosphérique*,  mais 
je  n'ai  pas  réussi  h  déterminer  exactement  sa  valeur, 
parce  qu’on  ne  pouvait,  h  cause  de  la  température  assez 
haute  du  point  el'ébnilition,  compter  en  une  fois  qu'un 
nombre  très  limité  des  franges  déplacées. 

Quoique  la  réfraction  de4  IVan  11  l'état  liquide  soit 
assez  bien  comme4,  j’ai  cependant  fait  quelques  expé¬ 
riences  avec  le  prisme4  de  la  manière*  indiquée  plus  haut 
pour  pouvoir  conlmler  mes  mesures  par  la  comparaison 
dos  résultats.  Les  deux  expériences  faites  en  des  saisons 
différentes  ont  donne4  les  résultats  suivants. 

1.  L’angle  réfringent  (2/q  du  prisme  était  de 
59°43';i"  et  la  déviation  constante  (2u)  Dans 
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e  tableau  ci-dessous  j’ai  de  plus  indiqué  la  rotation  du 
irisme  dans  la  colonne  marquée  26. 

Dans  cette  expérience  la  rotation  a  été  déterminée 
Dour  chacune  des  quatre  raies  du  spectre  en  particulier, 
oendant  qu’on  observait  en  même  temps  la  température 
;lu  thermomètre  placé  à  l’intérieur  du  prisme. 


t 

n-  ! 
1 

n 

Li 

15°  4' 12" 

16°,  55 

1,771753 

1,331072 

Ha 

14°  40' 51" 

16°, 40 

1, 773669 

1,331416 

Na 

12°20'  1" 

16°,46 

1,777692 

1,333301 

H/S 

3°42'10" 

16°, 36 

1,788714 

1,337428 

2.  2p  ==  59°42'32",  2  a  =  23°51'2". 

Les  raies  ont  été  observées  ensuite  de  la  manière 
décrite  précédemment,  et  t  est  la  moyenne  des  deux 
températures  observées  immédiatement  avant  et  après 
b  expérience. 


Q2h 

t 

n2 

n 

Li 

15°11'21" 

7°, 62 

1,773020 

1,331548 

Ha 

14°40'15" 

7°, 62 

1,774012 

1,331920 

Na 

12°26'45" 

7°, 62 

1,779035 

1,333805 

H/3 

4°  4'29" 

7°,62 

1,790067 

1,337934 

La  réduction  des  indices  de  réfraction  des  raies  de 
Li  et  Na  à  10°  G.  et  à  20°  C.  a  été  faite  par  les  for¬ 
mules  trouvées  dans  mon  premier  mémoire,  à  savoir 
(voir  p.  239) 

nLi(t)  =  ^-(0)4-  10“6  [0,952*  — 2, 798^+0,02184^], 
nNa{t)  =  ^iVa(O)  -j—  10— 6  [0,076  £  —  2,803  i?  4  0,02134  £3J  • 


Au  moyen  do  ces  formules  tut  trouve  fuir  le-*  e\ 
périences  citées  ci-dessus 


H  H  (H)  I.ÜÎIlTOfl,  »,„!<>) 

ce  qui  donne  pour  les  températures  uls 

'f|H  I'(N 

»/,.(  7 ’,«*_») 

f  ,a:ur.r.i  (ditf. 

Ut), 

ltu{ 

l,:i:tiaô(i  (ditT. 

Ui), 

>ix«  t7V,a) 

l,:m:iHus  (ditf. 

:tt. 

«.v„(  Ui'Vm) 

1,8832sih  (liilï. 

O. 

On  obtient  ensuite 

«/.<(  UH  létal  int,  «.v„(  Ut  1 

1  ,;taa7oa. 

«/.i (-•>")  1,8807H2 ,  | 

l.aaatiU'. 

Mu  ce  (pu  concerne 

ta  comparaison  de-*  résultat* 

obtenus  avec.  ceux  d'autn 

1  sobservatem^ 

je  renverrai  au 

premier  mémoire,  et  je*  nu 

*  contenterai  d< 

e  faire  remarquer 

que  presque  tous  les  observateurs  seul  d'accord  sur  )»* 
nombre  1  ;*mo  pour  nt\u(di H. 

Si  Ton  se  sc ni  cle  lu  détermination  du  jiuid*  ^peri*. 
tique  faite  par  Matliiessen,  qui  donne  ^  tfi»tto;r;i  pour 


t  «  10°  et 


valeurs  suivantes 
na— *  1  1 


par  P 


*8+  2  b 9 


l,<MiiHi-i  pour  / 
de  la  constant 


e 


■  d(l\  ou  I couvera  te-, 
de  réfraction  definie 


C/,,(10L)  0,20-wii,  /».*„(  Hi°)  u.aiwi;,, 

Pu(iO'>)  Px„(‘2(f)  O.yiMHtM. 

(.)n  voit,  donc  (juc  lu  constante  de  réfraction  diiuiuiit- 
très  lentement  pour  des  températures  croissante',  ee  ipii 
t‘st  aussi  ccmiirmé  pur  les  expériences  de  ttiiiiluianu 
(Pog^.  Ann.,  I.  i;i*2)  sur  la  réfraction  de  l‘eau  a  «lilf.- 


rentes  températures,  qui  s'étendent  jusqu'au  point  d’ébul¬ 
lition  de  l’eau.  On  trouvera  eu  se  servant  de  ees  expé¬ 
riences 

7^(0°)  O/jnn.io,  7>Vf,(  0°)  0, 20014, 

7>/./(t)0°)  0,20408,  I\Ya  (<)<)°)  0, 20587  . 

Quand  Pc^aii  à  100“  est  transformée  on  vapeur,  la 
constante  de  réfraction  croît  un  peu,  car  on  a  trouvé  ci- 
dessus  l\\a  O,2008,  mais  on  reconnaît  qu’en  somme  la 
constante  de  réfraction  de  l’eau  ne  varie  que  remar¬ 
quablement  pou  avec  la  température  et  par  sa  trans¬ 
formation  toi  vapeur. 

Mascart  a  par  la  méthode  dos  interférences  ((!.  [{., 
t .  71),  p.  SOI)  déterminé  la  variation  de  la  réfraction  de 
Peau  produite  par  la  pression.  Los  expériences  révèlent 
une  variation  de  la  réfraction,  qui  est  de  1^,5  pour  100 
plus  petite  qu'elle  ne  h*  serait,  si  la  constante  de  réfrac¬ 
tion  restait  invariable.  Pour  celle  raison  on  doit  sup¬ 
poser  que  cette  constante  croît  avec  le  volume  par  dimi¬ 
nution  do  la  pression  extérieure. 

I/indice  de  réfraction  do  la  glace  a  été  déterminé 
avec  précision  par  Iteusch  (Pogg.  Ann.,  t.  1:21),  qui  a 
trouvé  pour  l'indice  de  réfraction  du  rayon  ordinaire 
1,2051)8  et  pour  celui  du  rayon  extraordinaire 
nv  *  1,20721 ,  indices  correspondant  tous  deux  à  la 

lumière  rouge  transmise  par  le  verre  de  cobalt.  Au 
moyen  de  ees  valeurs  ou  a,  calculé  eu  premier  lieu 
/P  ■  ^  (il  ni  j  ni  )  ;  puis  en  supposant  le  poids  spécifique 

de  la  glace  égal  a  O,oni74  (Bunsen) ,  un  a  obtenu  la 
valeur  (),20804  de  la  constante  de  réfraction  de  la  lumière 
rouge.  Ici  encore  cette  constante  est  augmentée  par  la 
dilatation. 


Lu  dispersion  des  liquides  litml  ou  u  eh<-irlié  la  rè- 
fraction  pour  les  raies  de  X<i  et  de  U  est  delinie  pur 
a  _  1  Xa  (pii  pour  les  paz  et  le>  vapeurs  est 

J.Ytt 

identique  à  ^ A<r  f .  Pour  IVuu  un  trome 
1  nXlr-  i 

a  0,(Hmn . 

nombre  valable  lant  pour  10  ‘  que  pour  iO  .  Mes  re¬ 
cherches  précédentes  font  au  contraire  voir  que  la  dis¬ 
persion  croît  considérablement  dans  le  voisinage  du  point 
de  congélation. 

fi  Menât.  CJtJh 

Les  expériences  sur  la  vapeur  d'alcool  ont  donne 
les  résultats  suivants; 


a 


H 


:p2sr>o  +  0,0141  I  M  vu M  i-ja.ro 

2,7401  +o,oio:i  !  :i4o  +  ojo  Piiut 


n,or>95 


74H.12  PA-fti 


et  par  conséquent  un  déplacement  de  IA,  i«  frangin 
jaunes  pour  chaque  gramme  de  vapeur.  On  eu  peut 
déduire? 

l\xa  (),0022HH.  <-  «  0,2825. 

Au  déplacement  de1  70  frangea  jaunes  correspondait 
celui  do  (>t)  franges  rouges,  d’où  Pou  conclut 

Vu  0,28 10  vl  a  0,U«5*22. 

On  en  déduit  Pindico  de  réfraction  de  la  vapeur 
correspondant  au  poids  spécifique  normal,  qui  e*l  A 


■:  plus  p-aittl  (pu*  (‘(‘lui  (i(*  rhytlrn“V!H\  (‘'(‘sf-à-tlirt*  ruai 

),(H)2U(»U, 

If  w  lUHMiSTUlt,  lih  ljHMlhUSa  . 


las  (*x{M*ri(*uc(‘s  sur  FuIcm ki!  à  lVial  liquide  mit  tlntme 
résultats  suivants: 


1. 

¥I  f) 

atrkrif 

tî  tt 

itr 

:tmr. 

;,!  h 

t 

s 

U 

li»  ;.ÏS6:iî#' 

VJ  , 

4  s 

l,s:>ns(  h; 

Ua 

VJ 

tu  » 

u»  s 

IX» IM  t 

Xu 

V*  tlMï*1 

t‘J  , 

,  .1 i 

i 

1/, 

1 # 

t:i  iV‘i  \* 

Vf\ 

■js 

î  .Misai  ,! 

v» 

.v.»n:ns,\ 

4 

il 

a; 

„*/♦ 

i 

ti  * 

h 

H  uvs** 

t:» 

;in 

|  Su  I**** 

H  ,.!v.!î" 

ta 

an 

1  sas.ru 

Su 

Pi  lllùY* 

ta  , 

Itî 

l,st;:unu 

I  arai- 

ia  . 

.17 

Pmir  la  in* 

la  emuparai  nu  au-r  1*^ 

atimu 

iilliii*! 

rt  île 

l#aiulnlt  i Ptigu*  Aîiïi 

»  î,  1X1  v\  lii),  ( »! l 

luira 

»a 

1  Hr,:<h) 

laiaiisi  § 

•  W 

.  i. 

llllipil  1  » 

1,,  I,atuiM:t( , 

(  1!»  *  l 

î  ai»*ii*HiV4 

l\\ 

.  i, 

L  1  r, il.,  ! . 

«« 

l.a*»ïla* 

«U 

.  !, 

aiai’jiv:» 

1,. 

"t 

ll.l  , j  ; ) 

(  w 

.  1, 

«lïauas, 

1,.  l,Ui’,*.i|h| , 

Un 

\ tilt  qui'  le*  vali 

d. 

t’iïlllir**  tir  ïvlVar 

»!î\ri*s  par  nu »i  >.n|i!  vu  jMlîmt!  plii-..  prfîftr  * |Uf *  friiez 

Lundolt  H  tir  WâliiM  r, 


*  NOTE  7. 


no 


En  mil  lisant  à  10  '  id  à  ~0  \  on  oldion! 

4/(10°)  -,  1 ,800728 ,  // 1,(10')  1 ,8191072  P 

4/(40°)  —  1 ,8000  io ,  4«(i0  )  Kh;-h7o. 

On  a  trouvé  qno  lo  poids  spooifiquo  otait  a  O  0, 
0,7992  (WTdlner  0,8042)  ol  à  40  0.  0,7i»m»  (Wïdiitor  O, Tuas, 
Landolt  0,799(>).  IV a  prés  Mondoloyofï  (Po^y.  Ann.,  f,  IdSj 
1(VS  poids  spécifiques  a  vos  mémos  fomporaf ntvs  >uu! 
0,79788  (‘t  0,78945.  On  aura  donc  pour  l'almul  don!  jo 
me  suis  servi 

ru(  10°)  0,27892,  /\(l(  HP)  0,2Hi»l2, 

Pli (20°)  0,27917,  0  )  O.ïwmr.. 

et  le  quotient  do  dispersion  aux  mémos  iomporalmvN 
«(10°)  ■  0,00525,  //(JT)  0,oi»52l  » 

Los  (‘onslanlos  do  réfratdam  no  varionl  tltmo  qiio 
très  pou  par  Paoornissomonf  do  fompt*raiuro  <d  par  la 
translbrmalion  du  li(|uido  on  va  pour.  On  trouve  oepeu- 
danl  un  accroissement  appréciable  dam-  Ion  doux  oa% 
Le  quotient  de*  disporsion  os!  également  presque  rmislaiif, 
niais  il  somblo  pourlanl  qu’il  varie  un  pou  on  mois 
invorse. 

7.  fithvr.  VJ!  J  h 

Los  expérionoos  sur  la  vapour  dVttior  ont  donne  1«*n 
résullals  suivants: 


a 

j  s  j 

H 

ü.aHfi  +  o.oi-j’t 

202,25 

tauv 

:i,l-ü)K  i  o,(iu7 

P2CI,K  f-  0,75 

ü.'ms  +  (),oir>(i 

291,5  4*  0,77  i 

!:il,uî 

1129,07 

UII.IIU 
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On  en  déduit 

Pxa  =  0,002288-  134,09  =  0,3068. 

A  un  déplacement  de  1 19  franges  jaunes  répondait  celui 
de  104  franges  rouges,  et  dans  une  autre  expérience  111 
franges  jaunes  à  97  rouges.  On  a  par  conséquent 

Pu  =  0,8054 ,  a  =  0,00465. 

On  trouve  par  là  que  l’indice  de  réfraction  corres¬ 
pondant  au  poids  spécifique  normal,  qui  est  37  fois 
plus  grand  que  celui  de  l’hydrogène,  c’est-à-dire  égal  à 
0,003314,  est 

fixa  =  1,001525,  ULi  =  1,001517. 

Dulong  a  trouvé  que  la  réfraction  de  la  vapeur 
d’éther  était  5,197  fois  plus,  grande  que  celle  de  l’air,  ce 
qui  correspond  à  nNa  =  1,001512 ,  valeur  qui  concorde 
assez  bien  avec  le  résultat  trouvé  ci-dessus. 

J’ai  encore  fait  quelques  expériences  sur  la  réfraction 
de  la  vapeur  d’éther  à  la  température  ordinaire ,  qui 
était  de  20°  G.  (environ).  En  voici  les  résultats  : 


a 

1 

8 

6' 

2,233  +  0,014 

300  +  0,77  ! 

1  33,85 

2,971  +0,013 

399  -h  0,63 

133,92 

5,231 

700,40 

133,90 

A  un  déplacement  de  95  franges  jaunes  corres¬ 
pondait  celui  de  83  franges  rouges.  Il  en  résulte  que 
la  constante  de  réfraction  et  le  quotient  de  dispersion 
ne  varient  pas  d’une  manière  appréciable  par  une  variation 


car 


de  température  entre  tOO'ML  et  :iü  <  I, * 
écarts  qu’ont  donnés  les  expérience-,  tombent 
limites  des  erreurs  d'observation. 

Pour  l’éther  liquide  j’ai  trouve: 
i.  ü/j  -  An  :\w. 


1 

•j/j 

'  ! 

li  * 

il  ■'  f  .f  ! 

U 

üi  \:a 

f,sj;?ona 

1  >,!;*<» 

... 

trniW' 

2!  \:u 

t,N;î.î.M*» 

i  vy;*» 

l'a  ' 

17'1fc2M!»w 

AV'ACl 

1  S,»»* 

•ai  ’.at 

t  v'Sll 

Na 

treis' 

2p;>:î 

Î>:.i77ty 

t>2i  ; 

*"  i 

îrriiT-jri" 

ja  \:u 

t»17ü 

LvM* 

/g  1 

ln  :(7'4i" 

\:*:i 

1  >:i'.i:  i;.i 

t>:t«i:! 

—  i 

1 

t>;i!ts;!î 

I.Vl'.tv 

a/» 

.7.i'î:n;r,  lu 

i!.V  ;» 

JT*. 

! 

Ah 

/ 

n  ‘  i  K, 

ir:iKiii" 

K  ‘,00 

I  >|:i|;l% 

1  m::J: 

•"«  ! 

tppjys" 

t.SliMIîi 

!  ,-H:î| 

Na 

j  a  o  pw>;y# 

S'gtK! 

iyla  su 

l-K.t  - 

: 

a  a4.r  t)#< 

H  '  ,t  H } 

iSUÎild 

1  >.l  ’ 

Les  valeurs  ealrulees  de  n  mio!  dodoit  *s  i i* *  U 

n\  -=*■  l,8!ao.p»o-  0,fttn;>:f2(/  tri)  *  (i^iamar» 

où  /?,$-  est,  lu  longueur  d’onde  enrre.pondanf  a 
une  longueur  d'onde  arbitraire.  Pam  ).**  relu 
première  série»  d'expériences  on  a  corrige  la  \ 
lu  température  21°,r»a  en  jp  ai, 


Landoll  a  trouva' 


na  =■  l  ,01112 — 0,ooor>8  (f  -  ~  20) , 
n,j3  -  1,:wï20  — (),ooor>«.)(£  -  -20), 

tandis  que  la  formula  ci -dessus  donne  approximative- 
mont 

Ha  1,«Ô101K)  — 0, 000582  (/'  -20) , 

«  j  Uîîo7lH2  -0, 00051)2  (/  Ü0), 

(‘o  ([ni  est  presque  complètement  en  concordance  avec  les 
ton  miles  de  LaudolL  De  la  même  formule  on  peut  déduire 
en  nuire 


1  ,H  1(1202  ,  >lx„(  10°) 

l,H.|(U  12  , 

«L-e<n 

t,K2-ir, «:$,  n'x„{2  0e') 

1 ,820201  . 

Le  poids  spê 

eiliquo  était  à  10°  éga.l 

à  0,7200  (Kopp 

0,721ii)  el  à  20" 

à  0,71.17  (Landoll.  0,711:1 

,  Knpp  0,7H2). 

On  a  donc 

(10") 

O.aoioa,  0(  O 

O,202iU  , 

<>,8012-1,  J’x„(2()°) 

0,20287  , 

«(10") 

0,00187,  a  {20  ') 

0, 00028  . 

Si  l’on  compare  ces  valeurs  avec  le 

*s  valeurs  ana- 

loques  pour  la  vapeur ,  ou  reconnaît  que  les  résultats, 
i*n  ce  qui  concerne  lu  varialion  de  la  ronslanle  de  ré¬ 
fraction  et  du  quotient  do  dispersion,  sont  identiques  à 
(‘eux  (pie  nous  avons  trouvés  pour  l’alcool. 

S.  (  oroforme.  (JIIC/n. 

Les  expériences  sur  la  vapeur  de  chloroforme  ont 
donné  les  résultats  suivants  : 


6r 


! 


0,0190  1 

52N  »}•  0,10 

;  7SJ,2 

O.OlKli  ' 

1 

•ISO  ■[-  0,10 

7s,r>r» 

11!)74!> 

lois;!, s 

7N.iO 

d’où  l’on  déduit 

Pxa 

O,i7uo. 

A  un  déplacement  do 

79  franges 

jaunes  corn‘spond 

celui  de  09  franges  rouges. 

Par  conséquent  on  aura 

ij,a 

—  0,1787. 

,  a  0,00522. 

L'indice  de 

réfraction 

correspondant  à  un  pohP 

spécili([ue  59,75  fois  plus  grand  c juc*  r< 

‘lui  de  riiydrogêiir, 

c’csl-à-dire  égal  i 

i  0,oor>:tr>a, 

(‘Si 

nNa 

=  l,()()M42, 

n u  l,ooi  air». 

Pour  le  chloroforme  liquide,  on  a 

trouve*  : 

1.  2p  *• 

=  r.d'Md'o", 

-2  a  -  :: 

:wo". 

21, 

|  t 

t 

|  «* 

JJ 

ni0  omu" 

i 

1  10°,  17 

,  2, UK  1J7 1 

Ha 

l!ï\'!7'  10" 

19°,  17 

!  %(M£M 

Na 

IîPHWk)" 

ürM7 

: 

:)°ris'a7" 

|  1UM7 

tnum 

2.  2;;  «. 

f>i)°42'<.l" , 

ia  - . ,  :w 

-2  h 

î 

!  t 

î 

j  w* 

JJ 

ir.°4.i)'5!)" 

i 

J  2,10*20527 

Ha 

i.vwîm)" 

Hn&l 

1  2,tü40P2* 

Na 

i:)°  O'io" 

j  H°,23 

i  suu:»7s 

«fi 

a04i)'  D" 

H°Sl 

2,t:itr242 
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On  déduit  de  ];\ 

na (20°)  =  1 ,413057  (Ilaagen  |Pogg.,  t.  131]  1,-14403), 
Hp  (20°)  •==  1 ,402408  (H.  1, 45204), 

««(10°)  -="  2,0ÎIÎK»41,  «5-a(l<>0)  -=  2,108502 , 

«li (20°)  —  2,082771 ,  M.v«(2<n  —  2,001512. 

Le  poids  spécifique  à  10°  était  1,5072  (Pierre  l,5078r>), 
à  20°  1,4800  (Pierre  1,iso77,  Ilaagen  J,4ooi),  et  par 
nséquent 

75,(10°)  ==  0,17707,  i'.v^lO0)  ==  0,17002, 

Pw(20°)  -  0,17804,  JP.Vw  (20°)  -  -  --  0,17000, 

«(10°)  0, 00502,  «(20°)  =  0, 00502. 

Les  lois  relatives  à  la  conslante  de  réfraction  et  à 
dispersion  sont  les  mêmes  que  pour  les  deux  corps 
■écédcnls. 

0.  Joii are  d'i'thyle.  CJIJ. 

Les  expériences  sur  la  vapeur  d'induré  d’éthyle  ont 
nuié,  les  résulta ts  suivants: 


<7 

S 

,8 

;i,s:i74*  4-  o,oir>(i 

4* 

r»H,r>2 

5,14:10  4-(M)lSi2 

:ï57 

59,17 

4*^470  +  0,0180 

mi» 

08,11 

1:1,2702 

911,5 

68,0(5 

où  l’on  condui. 

P. 

Xa  —  0,1571  . 

A  un  déplacement  de  85  franges  jaunes  répondait 
ïlui  de  74  franges  rouges,  et  par  suite 

Pu  =  0,1558,  a  =  0,00844. 
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L’indice  de  réfraction  de  la  vapeur  correspondant 
au  poids  spécifique  78  fois  plus  grand  que  celui  do 
l’hydrogène,  c’est-à-dire  égal  à  O,00G987,  est 
Mja  =  1,001646,  Hu  —  1,001632. 

Pour  l’iodure  d’éthyle  liquide  on  a  trouvé: 


Vp  = 

=  59°43'5'', 

2  a  =  38°58'51"*. 

t 

ri2 

U 

19°46'41" 

19°,  66 

2,270410 

Ha 

19°17'40" 

19°,  66 

2,272891 

Na 

16°18'  0" 

19°, 66 

2,286931 

1°27;53" 

19°, 66 

2,321976 

%p  = 

-  59°43'10", 

2  a  =  39°38'42". 

26 

t 

n 

! 

Li 

19°59'25" 

9°, 60 

2,291406 

V 

20°  8'30" 

9°, 94 

2,290595 

Ha 

19°31i30" 

9°, 60 

2,293861 

„ 

19°39'38" 

9°, 94 

2,293151 

Na 

16°35'39" 

9°, 60 

2,308041 

„ 

16°45'50" 

9°, 94 

2,307281 

s/> 

2°56;35" 

9°, 60 

2,344109 

» 

3°42'  6" 

9°, 94 

2,343423 

On  en  déduit  »a(2 0°)  =  1,50738  (poids  spéc.  1,9264, 
Haagen  1,50812  [poids  spéc.  1,9315]  et  1,50868  [poids  spéc. 
1,9346]),  «^(20°)  =  1,52356  (Haagen  1,5244  et  1,62609),  et 

nh(\0°)  =  2,29052,  wlra(10o)  =  2,30718, 

«1,(20°)  =  2,26972,  «La  (20°)  =  2,28623. 

On  a  trouvé  que  le  poids  spécifique  était  à  10° 
égal  à  1,9491  (Pierre  1,9528)  et  à  20°  à  1,9264  (Pierre  1,9298). 
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l/fifflîrn  d«*  rufrartinu  do  la  vaputtr  pour  un  poids 
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spécifique  38  fois  plus  grand  que  celui  de  l'hydrogène, 
c’est-à-dire  égal  à  ü, 0034 04,  est 


nXa  «  1,001480,  nLi  =  1,00.1  1(50. 

Dulong  a  trouvé  que  la  réfraction  était.  5, no  fois 
plus  grande  que  celle  de  l’air  almosphérique,  et  (pie  par 
conséquent  nya  =■--  1, 001487. 


Pour  le  sulfure  de  carbone  liquide  on  a  trouvé: 
1.  «  5(J°43'0" ,  °2a  =  r>l°2î)T>!2". 


L 

t  =  20°, 52 

£  =  20°, at 

t  =.  20°,  12 

26 

H 2 

26 

j  7iu 

26 

’ii- 

Li 

27û51'18" 

2,012035 

27°40'23" 

2,013410 

27°42'19" 

2,014050 

Ila 

27°i7'ii" 

2,017071 

î270l  1T»5" 

2,018785 

^70  w  iju 

2,010:100 

Na, 

-iao4'{.r  iu 

2,048288 

23°43'50" 

2,(540008 

23°39'35" 

2,0405*5 

Na, 

23°4oqo" 

2,048077 

23°41'12" 

2,(540300 

23°30'50" 

2,040044 

HjS 

o^roo" 

2,720020 

9°41'  5" 

2,730(502 

9°30'29" 

2,731250 

1.  2])  =  5(J°43'13",  2  a  «  r>rr>2'40'\ 


t  =  kp,03 


/  ~  il0 01 


26 


26 


n'â 


Li 

ira 

JVrt, 

Na  2 


20°20'13" 
2r>o43'r>r>" 
o>u2°  ()' 10" 
21°57'34" 
3°21'45" 


a,  o:wo7o 
2,043404 
2,074274 
2,074024 
“2,757474 


20°20'  O" 
25°40'42" 

22°  5'27" 

4°  0'32" 


2.03710.S 

2,04203* 

2,07301* 

2,750025 


On  on  déduit 
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?(a(10°)  =-=  1, 020390  (Wüllner  1,020266,  Willigen  1,62657), 

?ia(20°)  ==■-  1,018503  (Wüllner  1, 018406,  Willigen  1, 61841), 

«^(10°)  =  l,ooii23  (Wüllner  1, 000870,  Willigen  l,coi27), 

«^(20°)  =  1,052734  (Wüllner  1,053070,  Willigen  1,65273). 

Les  déterminations  citées  de  y.  d.  Willigen  se  trou¬ 
vent  dans  le  „Musée  Teyler“  III  (î).  De  plus  on  a 
«2,(10°)  =  2,030728,  fixa  (  10°)  ==  2,076180, 

Mi,  (20°)  =“‘2,0)14208,  W'Xa  (20°)  =  2,050009*.  *  NOTE  10. 

Le  poids  spécifique  était  à  10’  'égal  à  1,2778  (Wüll¬ 
ner  1,27800,  Pim-O  1 ,27831),  et  à  20°  à  1,2034  (W.  1,20354, 

P.  1,20344),  d’où  l’on  conclut 

Pu{  10°)  0,37058,  P.V«(10°)  =  0,28052, 

PLi  (20°)  —  0,27090,  P  Sa  (20°)  =  0,28080, 
a(10°)  0,01405,  a  (20°)  =  0,01410. 

Les  variations  de  la  constante  do  réfraction  et  de  la 
dispersion  sont  donc  analogues  à  celles  des  corps  précé¬ 
dents;  ces  variations  sont  pourtant  plus  grandes  ici. 

11.  Acétate  d’éthyle.  CJ1K02. 

Les  expériences  sur  la  vapeur  d’acétate  d’éthyle  ont 
donné  les  résultats  suivants: 

G  !  S  I  « 


3,21)5  +0,0218 

388  +0,91 

117,25 

2,1)71  +0,0218 

350,5  +  0,93 

117,43 

2,2448  +  0,0218 

204,5  +  0,98 

117,13 

8,5702 

1005,82 

117,28 

d’où  l’on  déduit 

Pxa  ■=  0,2083. 


;i:>o 

Au  déplacement  de  00,5  franges  jaunes  correspond 
celui  de  48, r>  franges  rouges,  et  par  coiisri|ue!il 

P,A  =  0,2(170 ,  a  0, 00170. 

L’indice  de  réfraction  de  la  vapeur  eorrespoudanl  à 
un  poids  spécifique  44  fuis  plus  grand  que  celui  de 
l’hydrogène,  c’esL-à-diro  égal  à  O,oo;wil,  est 

H X„  =  l,00ir»8(i,  lli.i  ■■  l,O0I7,TS. 

Pour  l’acétate  d’étliyh'  liquide  j’ai  trouve  : 


2  p  ■■ 

-  5‘)°M'14\ 

-la  -■  rlC.' 

tb  | 

t 

Ll 

15°^  7"  , 

1S‘\(S 

l,s77iur* 

n 

I502i)‘  r>" 

ls°,(X» 

l.sTii'.tii? 

H°r»7'  !)" 

lS'V-- 

I>7M2;î 

„ 

PPêSCiS" 

1K-V27 

I.s7s:il2 

Na 

1  H2°r>K'.tO" 

ls0,to 

i.ssauuj 

„ 

12°57'21" 

l  s ’,:m 

t.SSMHO 

Bfi 

r>°24':!7"  ‘ 

lSn,I‘J 

t.sü.v.ml 

tp  =  WWW,  in  .  2V  1.7: 1 1", 

•il)  ]  /  uJ 


U  14n4l'î21" 

II  a 

Na  1*2°  O'-fr," 

lifi 


Sra,.V.I 

l.KUOSUd 

s!Viî) 

,  l.wdTi:. 

I,s'.l7:t0!t 

K’\f>ü 
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l.!H«»7t7 

On  en  conclut 
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Ma(20°)  =  1,369056  (Landolt  1,37086), 

«^(20°)  =  1,375991  (Landolt  1,37709), 

^L(10°)  =-=  1,888863,  W>«(10°)  =  1,895101, 

Ww(2  ()°)  =  1,875070,  n?va(ü20°)  =  1,881177. 

Le  poids  spécifique  à  20°  était  0,8906  (Kopp  0,8870, 
Landolt  0,9005). 

Gomme  je  n’ai  fait  aucune  détermination  du  poids 
spécifie  [ne  à  des  températures  plus  basses,  je  l’ai  calculé 
au  moyen  du  coefficient  de  dilatation  donné  par  Kopp, 
et  de  cette  manière  j’ai  trouvé  qu’à  10°  il  est  égal  à 
0,902-1.  Pour  cette  valeur  on  trouvera 


Pia(  10°)  —  0,25329,  PtVa(  10°)  =  0,254GG, 

Pli(ù2Q°)  =  0,25356,  Pxa  (20°)  »  0,25493, 
a  (10°)  =  0,00537,  a  (20°)  =  0,00537. 

Les  memes  remarques  qu’on  a  faites  ci-dessus  rela¬ 
tivement  à  la  constante  de  réfraction  et  à  la  dispersion 
pour  le  sulfure  de  carbone  sont  donc  valables  ici. 

12.  Ammoniaque.  NHa. 

Le  gaz  ammoniac  était  dégagé  par  la  petite  cucur- 
bilc,  qui  était  remplie  en  partie  d’eau  fortement  ammo¬ 
niacale;  de  là  il  était  amené  par  un  tube  à  potasse  dans 
le  réservoir  intérieur.  La  cucurbite  et  le  tube  ont  été 
posés  avant  et  après  l’expérience.  L’appareil  avait  la 
température  de  l’air  ambiant,  environ  20°  G.  Voici  les 
résultats  : 


U 

s 

H 

n,i;t7 

«t-J 

tu, 2 

u,.Vjî 

sa 

II:  U 

i;unû 

II;!,  7 

l.ütti 

tau 

lUu 

:m;i  «  c» 

MI 

t  U,7i 

Hij  uîi  rnnrluf 

Ait  ( l< it'üi  dt‘  d‘J  Iran  ta*  s  jattîit^  uum*  >pi»nd 
<‘«*itii  dp  )»  1  franjms  rnii*r»s,  ui  nu  aura  par  mîiM*i|it«iil 

/  / ,  nari.a» ,  a  o,nn  jt.s  1 , 

Au  ptmL  >}H‘rifhjtfr  S,,»  lui-,  j *1  ï t.«  u ratai  quu  prlui  du 
Ht)  dropau*,  rVst-uMîtv  upad  a  < >,* M*n; *; î ;j  t  mnv'qHiinl»  îif 
lus  indirts  du  ivtVaufiuft 

ii\t t  î n/{  1  j h»i*:îT  12  a 

1  >ut< »n*r  a  tmus r  quu  l’indirp  du  ivtïnrliou  dp  I A 1 1 * t - 

ï 1 1* »tiim jîtu  fiait  Lww  fuis  plus  praml  qui4  ruliti  du  l’air 
alîi?oqj|ifTit|ttf  et  quutî  a  par  rnnsuqupul  a  *sl  I , fanas  lu, 
fi*  qui  t *st  ntiuplf liittfiit  fit  runturduiifp  a\  pp  lu  ru  atlîal 
irotiw  pat*  A  rapt  H  LiuL  La  valfttr  plus  puîîtr  quu 
dnttittitf  tufs  u \pt»rifiiffs  est  pfuLfhv  «It t«*  a  îiti  trait-- 
pnrt  du  vapfitr  d’fait  dans  lu  ru.ur\t»ir  iitturifitfa  rai*  I** 
1 1  situ  a  pulassf  u lait  a^su/  put  ü  ;  tuais  quuique  ju  m« * 
ittffit*  d i*  ma  dfLi'ttttîtaltnit  du  rîîtdiiv  du  n-tradinn  du 
raiumuniaquu ,  ju  ïiAti  puurLmi  pas  «unis  du  la  atur 
parut*  qtiVllu  rutidaîu  îiti  fait  îliunriqtipfîtpftt  tumarquabiu, 

La  mudanîu  * L *  rufrarlitut  l*  pfttl ,  rummu  un  sait , 
uln*  ralnilup  approvimalivumuitt  puiir  un  mut tara*  4** 
Itquid»*^  par  la  funtmlu 


353 


(PrkP.  +  •  •  •  +  P») p  =  PA+PA  +  ...Jri),Pn, 

où  j9x,  jpa,  ...,  pn  sont  les  poids  des  éléments  du  mélange 
et  Pl?  Pa,  Pn  leurs  constantes  de  réfraction.  Cette 
formule  exprime  essentiellement  la  môme  loi  pour  les  gaz 
que  celle  que  Biot  et  Arago  ont  les  premiers  énoncée. 
Dulong  a  calculé  la  variation  de  l’indice  de  réfraction 
produite  par  la  combinaison  chimique  des  éléments  d’un 
mélange  de  gaz  et  il  a  trouvé  que  l'indice  de  réfraction 
était  souvent  diminué  par  cette  combinaison,  mais  qu’il 
y  avait  aussi  des  cas  où  il  était  augmenté,  savoir  dans 
le  cas  des  gaz  chloroxycarbonique ,  vapeur  d’eau ,  pro¬ 
toxyde  d’azote,  bioxyde  d’azote  et  ammoniac.  En  ce  qui  con¬ 
cerne  l’eau,  Dulong  s’appuya  sur  les  indications  de  Biot  et 
Arago,  d’après  lesquelles  la  réfraction  de  la  vapeur  d’eau 
était  égale  à  celle  de  l’air  ou  très  peu  inférieure;  mais  on 
obtiendra  un  résultat,  tout  différent  par  la  réduction  con¬ 
sidérable  qui  résulte  de  mes  expériences:  c’est-à-dire  que 
pour  un  mélange  d’un  poids  1  d’hydrogène  et  d’un  poids 
8  d’oxygène  on  obtiendra  la  constante  de  réfraction 

PXa  =«  -J -1,0325 +  §-0,12666  =  0,2273, 

tandis  que  celle  de  l’eau  est  O,20(>8,  valeur  qui,  comme 
on  voit,  est  notablement  plus  petite. 

En  ce  qui  concerne  les  deux  oxydes  d’azote,  l’in¬ 
dication  de  Dulong  est  sans  doute  .juste,  car  elle  s’appuie 
sur  les  excellentes  expériences  faites  par  lui-même 
et  de  plus  elle  est  complètement  confirmée  par  les  résul¬ 
tats  trouvés  par  Mascart ,  mais  on  remarquera  que  la 
formation  de  ces  deux  combinaisons  est  précisément 
accompagnée  d’une  absorption  de  chaleur.  Pour  cette 
raison  il  était  naturel  de  supposer  que  la  réfraction  d’un 
mélange  de  gaz  diminue,  s’ils  se  combinent  chimique- 


;t:4 

mon!  (*n  développant  de  la  chaleur,  et  augmente 

si  mit'  absorption  de  chaleur  accompagne  leur  rumht- 
liaison.  A  cette  règle  l'ammoniaque  fait  cependant  exeep- 
lion.  Pour  un  mélange  d’un  poèP  11*  d’azote  aw*e  un 
j»oids  II  d'hydrogène,  ou  trouvera  la  constant»*  de  refrut  - 
tion 

Pxtt  [î-0,ir»7i  '■ 

tandis  <juo  pour  rannnoitia(|ui*  elle  ed  o.uaa*;  d’apiv*. 
les  expériences  de  I hilolig  et  relies  de  Paul  et  \rago,  rf 
0,:iur»r»  d’après  1(*S  expérience*^  rit  IM  --  ei»dr*>um  t  )ü  in* 
peut  doue  pas  douter  que  la  réfraction  de  la  cnmbh»aio>n 
chimique  la*  soit  ici  plus  «fraude  que  relie  du  mélangé; 
et  d'autre  part  on  sait  »  tant  par  les  expérience  <  de 
Thomson  (pu*  par  celles  de  Favre,  que  la  formation  de 
l'ammoniaque  par  combinaison  de  iazute  et  de  l'imlto* 
gène  est  même  accompagnée  d’un  de\ elopjn ineîil  t  miT 
durable  de  chaleur. 

la*  ptdit  nombre  dVxperienoes  qu’on  a  faites  jn  - 
qu’iei  sur  la  réfraction  des  vapeurs  et  de»*  liquide  *  on*-^ 
pondants  est  meiilioune  dans  re  qui  précédé ,  a  I»»\«r|»- 
tioli  des  expériences  de  Ketteler  ^ 1 1 r  lucide  -aiîl’îii ni \, 
Il  s’est  glisse  dan-»  relierai  une  erreur  qui  aHniie  a  tles 
conclusions  inacceplablt^ ;  car  Keî leler  indique  que  le 
poids  spécifique  de  l’acide  sulfureux  liquide  ed  ^d  apr**» 
Pierre*4  Ungi  à  ta  température  des  expi-rieure»,,  qui 
(Tut  dt*  i %  d  Ci.  Au  tunyeu  de  la  formule  de  Pieire 
(Ann.  dt*  rhum  et  pharim,  t,  dih  qui  fées!  valable  que 
pour  des  températures  plus  liages  que  t n i 

trouvera  ie  poids  qterifique  Ijhmî  a  (H  (lm  Si  ïmi 


se  sert  ensuite  <les  roefiirienls  île  dilatation  indiques 
par  Driou  (Ann.  de  ehinm  1.55;  Po^.Aim.,  t.  105)  pour 
les  plus  haut  os  températures,  on  trouvera  à  d  V\i  le  poids 
spécifique  l,;u>72«».  D'après  Audréef,  re  poids  spécifique 
est  l,ar»iM0  (  J  aol > iprs  A  u  u, ,  t .  lit))*  e{  si  Ion  priant  la 
moyiame  (lias  doux  valeurs,  on  obtiendra  louais,  i|ui  es! 
notablement  plus  petit  que  le  nombre  indiqué  par  Kel- 
teler.  A  la  bon  para  litre  eitee  Kelleler  a  trouvé  iiLf  l,:wr>7.| 
A,  jiXa  •  IpmHUê,  d'où  l'on  déduira 

Pu  —  { K  i  i  «ü ,  /\„  t  U ‘Vins ,  «  <  ), oo7(H) . 

Pour  l'aralo  sulfureux  gazeux,  il  indique  de  plus 
nu  1  ,<m  h  instar» ,  h  Vt(  Doooohooi  . 

Masrarl,  a  freine  //*„  UiHiimnau,  tandis  < jm*  les  ex¬ 
térieures  do  Dubaï#  ont  donné  un  résultat  nolabhanent 
dus  petit,  savoir  I,unur.a7H, 

Dos  expuriftiees  de  Kelleler  on  peu!  déduire,  eu 
îupposant  quo  le  jiuid-  speriliqui*  de  l'aride  sulfureux 
çazeux  (*sl  dÜ  f *  pl tu*  #ratid  ijue  relui  de  l'hydrogène 
t  la  pression  «d  a  la  îeuqieralure  normales,  rVsl-a-dire 
;#al  à  0,(K)2H(UU 

Pu  ■  "  O,  J/iKè,  /%.,  Ojeiffl,  t$  0,(Hm:»0  , 

îl  des  i‘X[)éric*iic*e>  de  Union# 

/\„  O,îr»no. 

lei  se  rdpéte  pour  lande  sulfureux  la  meme  re~ 
nurque  qui4  J  ai  faite  pour  Ions  les  corps  examinés  par 
aoi,  a  savoir  «pie  la  fondante  de  réfraction  eroil  ef  qui1 
quotient  do  dispersion  dîmiisiie  (l'un  et  rauîre  très  peu 

nulolois)  par  la  frotisformotinu  du  liquide»  en  vapeur. 


:s.Vi 

Le  tableau  ei-devu»u*  cunf  iVuî  I»  ■-  *  med  aul**%  * |* *  i».,» 
fraction  pour  la  raie  de  X*t  H  l**s  ifiudaisî  d*  »h  -prr  ohu 
pour  h  s  raies  de  Xtt  et  IJ  ci»!  ïv^pHisd.ioî  ,iu\  frfiipe- 
ratons  de  10 J  et  du  peur  le*  lapiide^  rf  d**  îuu  r„ 
NeT K  II.  polir  les  VüpellIS  u 
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NOTES. 


NOTE  1.  Un  résumé  do  ce  mémoire  se  trouve  dans 
les  Wiedemann  Ann.,  t.  XI,  p.  70--- 103. 

La  plupart,  des  notes  ajoutées  à  ce  mémoire  consis- 
lenl  en  des  corrections  aux  calculs  numériques.  Je  n’ai 
pourtant  fait  aucune  correction  quand  l’erreur  n’excède 
pas  quelques  unités  du  dernier  ordre  décimai.  J’ai  par¬ 
tout  lait  la  correction  sous  forme  de  note,  à  moins  que 
Terreur  ne  Ait  évidemment,  une  faute  typographique, 
auquel  cas  j'ai  fait  la  correction  dans  le  texte  meme. 

NOTE  2.  On  pose  ici 

H4ylf  1,00029. 

(Voir  page  323). 

NOTE  8.  Los  nombres  7:18,34  et  1.55,50  ne  concor¬ 
dent  pas.  (Test  vraisemblablement  7:18,34  qui  est  incor¬ 
rect  et  qui  doit  Aire  remplacé  par  748,34,  car  à  ce  dernier 
nombre  correspond  s  ^  155,51. 

NOTE.  4.  Les  calculs  ne  peuvent  pas  être  con¬ 
trôlés,  car  Lorenz  ne  cite  pas  la  valeur  du  rapport  (en¬ 
viron  (),2l)  dos  volumes  de  l'oxygène  et  de  l’azote  dans 
l'air  atmosphérique. 

NOTE  5.  Mes  calculs  donnent  73,547. 

NOTE  6.  On  lait  ici  la  supposition  que  tout  l’air 
contenu  dans  la  cucmjbite  passe  dans  le  réservoir.  Du 
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reste  on  ne  peut  pas  contrôler  les  calculs,  puisqu’on  no 
sait  pas  la  pression  de  Pair  extérieur. 

NOTE  7.  Ici  comme  dans  tout  le  reste  du  mémoire 
à  moins  qu’une  formule  particulière  n’y  soit  invoquée, 
le  calcul  des  valeurs  de  10),  nh{^ 0),  etc.,  a  été  fait 
en  se  servant  ou  d’une  simple  interpolation  ou  d’une 
formule  n2  =  a-\-bt,  où  les  constantes  a  et  b  sont  dé¬ 
terminées  par  la  méthode  des  moindres  carrés. 

NOTE  8.  Le  calcul  donne  2,104009. 

NOTE  9.  Les  résultats  de  Lorenz  doivent  ici  (pour 
=  59°43'5",  =  38°58'51")  être  diminués  de  O,oo()oi3. 

Vraisemblablement  il  s’est  glissé  une  erreur  dans  le  calcul 
de  nQ . 

NOTE  10.  Mes  calculs  des  valeurs  des  indices  nfî 

a , 

nh,  nba  donnent  des  résultats  qui  diffèrent  par  les 
unités  du  dernier  ordre  décimal  de  ceux  de  Lorenz. 

NOTE  11.  Les  calculs  ne  sont  pas  exacts,  car  les 
valeurs  de  26  et  de  m2  ne  concordent  pas.  Les  valeurs 
indiquées  pour  2 p,  2  a  et  26  donneraient 

nh  =  1,890718, 

=  1,891628, 
nh  =  1,897248, 
n*s  =  1,909361, 

„  =  1,909743. 

Vraisemblablement  une  erreur  s’est  glissée  dans  le 

_  J 

calcul  de  ■  (voir  formule  (7)). 

Par  suite  les  valeurs  de  «*(20°),  W/9(20°),  etc.,  no 
sont  plus  exactes. 


N( >TK  12.  On  trouvera 


PLl  -  la ,  a  <>,0070 1, 

XOTK  1».  On  trouvera,  d'après  la  valeur  do  PLi 
donnée  dans  la  note  17, 

il  U  i  ,tHHUl7UÜ. 

XOTK  14.  la ‘S  valeurs  de  /\„  et  do  a  relatives  à 
f(Mir  ne  correspondent  qu'aux  vapeurs  des  corps. 

Du  reste  on  doit  remarquer  que  les  valeurs  de  a 
sont  très  incertaines.  Oar  la  différence  PXa  PLl  est 

toujours  très  petite  et  ne  dépend  en  général  que  de  la 
valeur  du  dernier  chiffre  de  ce%  nombres.  Mais,  connue 
J\tt  est  caleuh;  par  la  formule 

ou  ne  peut  pas  attendre  que  pim  de  quatre  chiffres  du 
résultat  soient  exacts.  Par  conséquent  on  ne  ptuil  re~ 

garder  *i i s 1 1 ie  exact  qu'un  seul  chiffre  dans  la  valeur 

de  u. 


300 


Sni’l’LKMKNT  AI'X  DKU.X  MKMOIHKS: 

«RECHERCHES  EXPÉRIMENTALES  ET  THÉORIQUES 
SUR  LES  INDICES  DE  RÉFRACTION/ 

Dans  un  îm'-moiiv  ayant  pour  lilro  «llclna-  <lio 
Rofraclionsconstanle44  et  inséré  dans  In  tome  XI  dos  An¬ 
nales  d(v  Wlodoniann,  Lorenz  a  donna  un  résumé  d as  deux 
mémoires  intitulés  „Uecherchos  théoriques  et  expérimen- 
tales  sur  les  indices  de  réfraction*4.  Dans  ee  n;suun;  il 
a  dans  une  certaine  mesure  modifié  (d  facilité  les  con¬ 
sidérations  théoriques  du  premier  des  mémoires  en 
question,  et  pour  celle  raison  je  citerai  les  développe¬ 
ments  mathématiques  do  ce  résumé. 

Lorenz  suppose  que  le  corps  considéré  est  homogène 
et  isotrope,  td,  en  faisant  las  mémos  hypothèses  sur  la 
périodicité  des  vibrations  lumineuses  td  sur  celle  de  la 
structure  du  corps  (voir  p.  &V7)  que  dans  le  mémoire 
cité,  il  déduit  des  équations  fondamentales 
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vide*  IhUîH  relie  In  petites**  jl  désigne  par  \  uno  initi¬ 
ait*  ({ni  s'étend  Miiifiiiiiit  aux  molécules  du  corps  et 

1*0  j 

tr  \  mtr  intégrale  qui  détend  seulement  aux  intervalles 

r 

*s  Ulotomies, 

Soient  de  plie»  v%  lo  volume  des  molécules,  ve  celui 
^  intervalle*  ;  un  aura 


cl  en  vertu  des  équations  (5) 
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Si  Ton  désigne  pur  r  relie  quantité,  et  si  l’un  pose 
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[/équation  ((>)  donnera  alors 
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ho  prnhlùnio  à  résoudro  ('si  à  présent  ili'  trouver 
une  relation  entre  les  doux  intégrales  qui  entrent  dans 
l'équation  précédente. 

Ou  mini  (')i  vertu  do  l'équation  (1) 
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Nous  prendrons  le  rentre  d'une  molécule  sphérique 
pour  Tontine  dos  coordonnées  et  nous  désignerons  les 
coordonnées  rectangulaires  d’un  point  sît ut;  â  Pint »;ritvttr 
de  la  molécule  par  j\,  i/l,  zx  et  scs  coordonnées  sphériques 
par  Rx  ((os  tix,  Rxm\  ^  cos  mï%  h\  sin  tfx  sin  wx,  tandis  que 
les  coordonnées  d’un  point  extérieur  seront  dedguée^ 
par  x\  y\  z*  et  par  W  vu*  fl1 ,  JY' sin  ^  vos#/,  /" sin  fl' sin*/. 
Nous  désignerons  de  plus  le  diamètre*  de*  la  molécule  pat 
2e  et  la  distance*  moyenne  de*  deux  molécules  voisine- 
par  2c,  quantité  qui  est  définie»  plus  précisément  pat 


r 


\  37 r\\ ,  nù  .V  est  le  nombre  (1rs  molécules  conte¬ 
nues  dans  la  volume  r. 

(  mn>ideruu>  l'expression 


f  f  ,  'Y 
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qui  entre  dain  l'équation  (  1 1). 

Multipliant  relie  expression  par 


tLnhjdz ,  où 


r  W  -rj*  :  (//  //»)“;(: 

et  intégrons  dan**  Inuit»  l'etendue  d'une  sphère  de  rayon 
li\  Ku  vertu  du  Iheoreme  de  («mai  l'intégrale  en  question 
pourra  s'écrire  m»us  la  forum 
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Un  obtiendra  ensuite  en  dilîereutianl  par  rapport  à 
xr  apres  avoir  multiplié  l'expre-Mon  en  question  par 
(Lt\tlijxthx  et  âpre*  l'avoir  in  leurre  dans  toute1  rétendue 
du  Volume  de  la  molécule  , 

\xfî<th\  t  -f 

fat  deniierr  in  fournir  peut,  à  Taide  d'une  intégration 
pur  parties,  être  transformée  en 

pi :! y '  dtf' 

et  rtiiiiiüo 
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l’expression  que  nous  avons  obtenue  peut  s'eerire  sous 
la  forme  plus  simple 


4-jrfojf, 

«A> 


(  sin  Ox  <WX  (.^  Çsiu  H*  d if  W m  ^  , 

X  Jü  èr  X  X  (  *r 


Multiplions  eaifin  cette  expression  par  Iir'd H*  et  inté¬ 
grons  entre  les  limites  W  s  el  It  e;  faisons  de 
meme  pour  tonies  les  molécules  du  volume  r  ;  nous 
aurons  alors  en  additionnant  tous  les  résultats 


où  nous  nous  servons  des  mêmes  notations  que  daim  ee 
qui  précède,  (d  où  t\  ~  ~  fV7raa*V,  r,  |  r(d  ^j.W 

La  dernière  intégrale1  est,  em  vertu  de  requafion  (U), 
égale  à  zéro,  et  le  résultat  de  toutes  les  opérations  m* 
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Faisons  les  mêmes  operations  sur  tous  tes  Lmies 
restants  de  l'équation  (11),  n  savoir 
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En  multipliant  par  ^  iLrdytlz  et  un  intégrant  dans 
toulo  l'étendue  du  volume  de  la  sphère  de  rayon  li\ 
nous  obtiendrons,  en  intégrant,  par  parties  et  en  ti*nant 
compte  de  ce  que  ifi  est.  nul  à  lu  surface  «le  la  sphère. 
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Diflérenlious  celte  expression  par  rapport  à.  a\,  puis 
nmlliplimis  par  »/.<•,«///,</:,  et  intégrons  do  nouveau  dans 
loti!  lo  volume  de  la  nioleeule.  Nous  obtiendrons  alors 
le  résulta! 

'  l)' 

Si  nms  i h 1 1 1 1 1 j *li< »u -  aal  ta  asprassinn  par  Uv~<{ tt ,  al 
si  nous  inla^rms  attira  U  “s  limitas  lt  s  al  H1  ~  r, 
lYxprassimi  s«*ra  -t  ttlfiiiful  tt mil iplitM ^  par  la  laataur  con- 
staul  (a55  s’i.  <*tt  ulitiamlra  aiitin,  un  additionnant  las 
i*\prassioü'-  analn«4ia^  rorra-pondant  à  Imitas  lis  ninlû- 
v\\U'<  du  \  ohiliiu  i\ 
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Ÿrï,  ')■ 

Au  lOUVell  de  relie  relation  outre  les  deux  intégrales 
tpii  outrent  dans  tl<>t  ou  peut  éliminer  l'une,  ce  qui 
donnera 
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ha  solution  < lu  problème  e«t  exacte  t*l ,  comme  ou 
voit,  complote,  i  l'on  l'ail  l'hypothese  que  la  vitesse  de 
la  lumière  est  rendante  a  l'intérieur  de  la  molécule. 

Kn  e||et ,  si  nous  désignons  par  .1,  l  indice  de  i e- 

l'ractioii  constant  de  la  molécule,  ou  aura 
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et.  l’ équation  (14)  sera  translormor  en 
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Par  conséquent,  si  l'indice  de  réfraction  moléculaire 
A(  A  le  volume  de  la  molécule  restent  rendant  .  ( air 
toute  variation  du  volume  ou  de  la  température  du  eorpN 
la  fonction 

-r  t 


A9  •  i' 
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sera  aussi  constante. 

Telle  est  la  théorie  modifiée  de  Lorenz  pour  l’indice 
do  réfraction  réduit. 

domine  on  voit,  relie  théorie  ed  fondée  au*  rînito» 
i*F 

thèse  que  la  fonction  ^  es!  coudante  dan*  les  inter¬ 
valles  des  molécules.  Car  daiw  le  eu-s  contraire  lu  fonc¬ 
tion  (p  déthlie  par  iYqttafiots 
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varierait  on  même  feuqts  que  v(,  et  par  iitii'>'qu<iit 
u’auniH  pit»  toujours  une  valeur  Au 
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mdrairo  Phypotheso  do  la  sphéricité  dos  molécules  n'ost 

as  fondamentale.  Car  on  reconnaît  que  la  supposition 

PF 

2  la  constance  do  n  dans  les  inlorvallos  dos  molécules 
àx  <\ 

draine  on  momo  temps  la  eondilion  ,/  0.  Mais  alors 

i  (}x 

apiation  (13)  du  premier  mémoire  intitulé  „1  loeherches 
■cpérimonlales  et.  théoriques  sur  les  indices  de  rélVae- 
oiP,  à.  savoir  l’équation 


Pou  suppose  que  </>  est.  nul  dans  les  intervalles  inter- 
loléculaires. 

léhypothose  do  la  sphéricité  dos  molécules  nVst 
onc  introduite  que  pour  la  facilité  dos  calculs,  ('oiiiino 
*  remarque  Lorenz  lui-même.  De  plus  on  voit  que  cette 
ypotlièse  nVsl  pas  parfaitement,  exacte,  car  un  corps 
nntimi  ne  peu 1 1  être*  composé  d’éléments  sphériques. 
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THÉORIE  DE  LA  DISPERSION. 

\  U»  K N SK,  SKUSK,  SK  H,,  T.  V  (tu.  iKHîi. 

U  ÎKt».  A XX,,  T.  XX  Cil,  V.  I  21,*  *  NOTK  1. 

Si  i'<m  connaît  les  luis  du  mouvement  pour  un  milieu 
parfaitement  homogène  et  transparent  ainsi  que  les  lois 
du  passage  de  la  lumière  d'un  pareil  militai  à  un  aulre 
analogue*  il  sera  toujours  possible*,  sans  faire  mienne 
hypothèse,  de  ealeuler  le  mouvement  de  lu  lumière  à 
l'intérieur  d’un  milieu  non  homogène  mais  partout  par¬ 
faitement  transparent*  >1  en  chaque  point  du  militai  l'on 
connaît  seulement  la  vitesse,  la  seule  quantité  dont  il 
s'agit  ici.  «le  chercherai  a  faire  ici  et*  calcul  dans  le  but 
de*  déduire  le*»  lois  de  la  dispersion  d'un  corps  homogène 
et  isotrope*  «ai  partieulier  pour  rechercher  si  elles  dépen¬ 
dent  de  la  longueur  «fonde  et  tin  poids  spécifique. 

Il  y  a  déjà  vingt  ans  que  dans  ma  théorie  tic?  la 
lumière  j'ai  établi  les  lois  generales  du  mouvement  de  la 
lumière  pour  nue  ufes.se  variable  de  propagation.  Je 
déduirai  de  nouveau  ici  res  lois  générales  d'une  manière 
nouvelle  et  plus  *  impie  sans  m'appuyer  sur  mes  travaux 
antérieurs. 

De  plus,  le  problème  étant  de  déterminer  h*  mouve¬ 
ment  a  rinferienr  d*uu  corps,  il  faut  nécessairement  faire 
une  hypothèse  determiuee  sur  sa  constitution.  On  no 
| joui  guère  douter  que  les  corps  ut*  soient  composés 
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d’atomes  ou  de  molécules  séparées,  et  Fou  ivmïmait  de 
plus  par  ma  théorie  de  la  constante  de  réfraction ,  qui 
s’est  montrée  en  bonne  concordance  avec  1  expérience, 
qu’une  partie  du  militai  lumineux  reste  lice  im ariable- 
ment  avec  les  atomes  pour  toutes  les  variations  de  Fetat 
physique,  tandis  que  la  lumière  se  propage  dans  le  reste 
du  milieu  avec,  la  menu?  vitesse  que  dans  le  \ ide  des 
espaces  interstellaires. 

D’ailleurs  un  vaste  champ  reste  ouvert  aux  hypo¬ 
thèses  sur  le  groupement  des  atomes  et  la  dependanee 
du  milieu  lumineux  par  rapport  i\  ce  groupement;  niais 
provisoirement  on  doit  se  contenter  de  taire  le*»  calculs 
dans  les  hypothèses  les  plus  simples  qu’on  puisse  imaginer. 
Pour  celte  raison  je  supposerai  que  la  vitesse  do  la 
lumière  en  un  point  voisin  d’un  atome,  eouddeiv  eumme 
un  point  mathématique,  soit  mie  fonction  de  la  distance 
du  point  considéré  à  cet  atome,  que  cette  fonction  muI 
la  meme  pour  tous  les  atomes,  ({ta*  la  vitesse  a  une  pim 
grande  distance1  soit  la  mente  que  dans  le  vide,  enfin  que 
les  atomes  soient  disposés  d’une  manière  accidentelle, 
mais  telle*  cependant  que  le  corps  soit  isotrope. 

On  pemrra  ici  faire*  Fobjection  que  le  mouvement 
interne  des  atomes  est  aussi  tm  fait  iueouteslalile  don! 
on  doit  ternir  compte.  D’après  les  idées  rentes  actuelle¬ 
ment  le  mouvenumt  général  se»  compose  de  deux  parties 
à  savoir  eFun  mouvement  qui  est  identique  a  ta  citaient* 
et  d’un  autre  ejui  s’opère  en  mesure*  avec  le*,  ubralioiH 
hunineuse*s  et  qu'on  suppose»  être  la  omise  de  ralw»rpfion 
et  du  rayonnement  de  lu  lumière  par  les  corps. 

Quoique  je  ne  regarde  pas  I  Identité  de  la  dtaleitr 
et  des  mouvements  intérieurs  comme  un  fait  démontré, 
je  ne  doute  pas  do  Fexisteuee  de  tels  mouvements,  mais 


\v<  vitesses  eu  question  »eront  tellement  petites  relui, i  ve¬ 
inent  a  relie  de  lu  lumière,  qu't^lh^s  n'auront  aucmu!  in¬ 
fluence  appréciable  sur  le  mouvement,  lumineux.  Lu 
seule  trace  rnimue  dt*  rintluenee  du  mouvement  dos 
corps  sur  la  lumière  (si  Pun  excepte  une  expérience  de 
Fi/, eau  vieille  de  SI  aiiiins  et  très  douteuse,  sur  h'  passade 
do  la  lumière  a  travers  Peau  en  mouvement)  est  Paher- 
ratiou  des  efuitrs;  mais  la  vitesse  moléculaire  est  de 
beaucoup  inferieure  â  celte  de  la  Terre  dates  l'espace. 
La  seconde  espece  de  mouvements  forme  la  base  des 
(nivaux  modernes  >ur  la  théorie  de  la  lumière'  relative 
a  l'absorption  et  a  IVmLsiom  On  pourrait  dès  Pabord 
objecter  contre  l'hypothèse  de  Ct s  mouvements  ([lie ,  s'il 
vS  necessaire  tpie  les  atomes  tPun  corps  exécutent  connut' 
la  lumière  r»U0  trillioits  de  vîbralious  par  seconde,  le 
corp-  serait  le  4ege  de  forces  tellement  énormes,  que  le 
déplacement  des  atomes  contenus  dans  un  gramme  à 
la  didattee  tPtttt  trillionieme  de  millimètre  de  leur  position 
dVquilihre  exigerait  une  pression  d’un  trillion  de  kilo¬ 
grammes,  I  lepiiidaiit  cet t e  hypothèse  u  a  pas  élu  inventée 
pour  Pexptieat ion  d'un  mouvement  des  corps  pesants 
qui  serait  produit  directement  par  la  lumière ,  car  nous 
ne  runitnisMiits  pas  un  tel  effet  de  ht  lumière,  mais 
seulement  pour  Piuterprefaiiou  de  certains  phénomènes 
optiques  qui  peut-être  peuvent  aussi  etre  expliques  d  une 
autre  maniéré.  Ouoi  qu’il  en  soit,  il  sera  on  tout  cas 
necessaire  de  calculer  auparavant  les  vibrations  du  milieu 
lumineux  qui  entoure  les  atomes  en  supposant  que  les 
idoines  eux-mêmes  sont  «il  repos.  Si  I  on  reconnaissait 
ensuite  ijtPîl  est  necessaire  île  supposer  une  vibtalion 
des  atome*  euviiieiiies*  ou  pourrait  eu  tenir  compte*  par 


api‘os. 


«*  J* 


Les  lois  générales  bien  connues  do<  \  il »ra I im i ^  cl**  la 
lumière  dans  un  milieu  isotrope  el  parlaiteiiioiif  homo¬ 
gène  peuvent  être  exprimées  par  Ic*s  équation^  suivante-: 


A  *  i  ,  i  ^ 

st  «3  'de  ’  ^  <e  i<e 

*1  ,  ;  »:  n 

dit  ’  dy  '  dz 


1  *" 

u. 


I  <\ 

u‘  if 


(H 


où  f,  Tj-,  C  sont  les  composantes  < l« •"  \ ibratious  lumi¬ 
neuses,  et  oit 


«  désigné  la  vitesse  constante  de  propagation  de  |;i 
lumière. 

JOa  passant  d’un  lai  milieu  à  l'autre,  un  !a  \il.-  ,i* 
do  propagation  est  différente,  lu  rayon  sutKiVra  a  la  lui 
bien  comme  du  sinus,  tandis  que  lus  rapport*.  d.  •  ampli¬ 
tudes  des  rayons  incident,  réfracte  et  retleclii  M-ruul, 
d’apres  les  lois  trouvées  par  Fresuel,  égaux  a 

1;  2cos«siii/9  ,lg(«  ,i) 

sin(«  |  /î)cos(«  /î)'  lg(«  tï)  ' 

si  les  vibrations  du  rayon  incident  mui!  situées  dan*»  le 
plan  d’incidence,  et  à 


^  _  i2cos«sin/3f_  siu(«  t’i) 

siti(«  !  [j)  '  sin(«  ,9)  ’ 

si  (‘lies  sont,  perpendiculaires  à  ce  plan,  L'angle  d'imi- 
denee  est  désigné  par  «  et.  l’angle  de  réfraction  par  ,i. 
Ou  suppose  ici  que  le  plan  de  polarisation  est  perpen¬ 
diculaire  a  la  direction  des  vibrations. 

La  théorie  développée  par  moi  s'appuie  utiii|uetueul 
•sur  l'hypothèse  que  ces  lois  sont  valables  dans  tous 
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cas,  en  sorte  que  tout  écart  do  ces  lois  provient  de  ce 
qu’aucun  corps  n’c.st  parfaitement  homogène  et  que  le 
passage  d’un  corps  à  l’autre  s’opère  graduellement  sans 
solution  de  continuité. 

On  peut  aussi  exprimer  les  lois  indiquées  ci-dessus 
d’une  autre  manière.  Si  le  plan  des  coordonnées  yz  est 
pris  pour  plan  de  séparation  dos  deux  milieux,  les  quatre 
quantités 

Ô7]  __0Ç  <9C_<9| 

71  '  **’  dx.  ÏÏÿ'  Ix  Ôz 

auront  les  mêmes  valeurs  des  deux  côtés  du  plan  de 
séparation,  ce  qui  est  une  conséquence  des  lois  citées, 
qui  peuvent  à  leur  tour  être  déduites  de  cette  proposi¬ 
tion.  D’ofx  il  suit  (pu1  par  exemple 

dx  \dx  dy  )  })z\ôz  ôy  ) 

ont  partout  une  valeur  finie,  même  pour  x  =  0.  En 
additionnant  ces  quantités,  on  obtiendra 


dette  expression  aura  par  conséquent  partout  une 
valeur  Unie.  On  peut  donc  en  vertu  de  la  seconde 
équation  (1)  former  l’équation 

/  00  _  1 

-j  ^a, 

valable  pour  les  deux  milieux,  où  eu  est  la  vitesse  de 
propagation,  dont  les  valeurs  diffèrent  dans  les  deux 
milieux.  D’une  manière  analogue  ou  peut  des  conditions 
relatives  à  la  limite  déduire 


, .  m  i  r: 

"a  s  "  . . *  *  w  . .  .  ;i  ;  i*.i  * 

J  02  m  vt 

et  comme  le  plan  de  séparation  a  été  pris  arbitrairement 
pour  plan  des  .ri/ ,  ou  obtiendra  par  permutation  des 
lettres 

.  .  I  H)  1  PS 
J*'  'te'  u?  é/a 


Touti's  les  lois  du  mouvement  de  la  lutuie  |'i  *  »ïif 

dont*  exprimas  pur  trois  équations  aux  -  j*ar- 

*  note  2.  ti elles *,  d’où  l’on  [)eul  sans  difficulté  déduire  imei%eii!euf 

les  lois  dont  nous  nous  sommes  servi  rumine  point  de 
départ.  Les  équations  diirérenfielio  trouvée-.  doivent 
aussi  être  valables  si  Ton  considéré  m  connue  une  loue» 
lion  arbitraire  de  x,  //,  x.  Kilos  ne  donnent  pas  de 
renseignements  nouveaux,  et  on  pntivail  .s'eu  passer,  mai* 
elles  ont  une  grande*  importance  pour  le  calcul  pratique, 
Si  nous  bornons  le*  calcul  h  un  mouvement  ondu¬ 
latoire  de  période  donnée,  nous  pourrons  exprimer  la 
manière  dont  il  dépend  du  temps  par  le  facteur  roiiiiiiiin 

*  note  s.  complexe 

Si  nous  posons 

F 


les  équations  différentielles  trouvées  d-dr^tt^  -.e  rntui» 
ront  à 


4f- 


Off  ,  * 

'te  !  /K 


4: 


0,  j,ij 


(■fl 

'te 


m 

t'H 

o. 


f*r! 


ü. 


(.h 


Je  eborohemi  eu  promior  tii'ii  a  détorminer  !«*  muiim- 
mont  do  la  lumioro  dans  un  milieu  minpoM*  d«*  nim  h< 
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sphériques  concentriques ,  ou  la  vitesse  de  propagation 
n’ est  fonction  que  de  la  distance  r  au  centre.  Dans 
l’intérieur  de  chaque  couche,  est  supposé  constant;  il 
peut  au  contraire  prendre  des  valeurs  différentes  dans  les 
différentes  couches.  Il  va  sans  dire  que  cette  supposition 
n’exclut  pas  le  cas  d’une  variation  continue  do  /*,  car 
on  peut,  toujours  supposer  que  l'épaisseur  des  couches 
diminue  indéfiniment. 

Si  l’on  pose*  »  NOTE  4. 

a*ç  j~  yrj  !  ■  ==  {>  i 


et  si  l’on  multiplie  les  équations  (2)  respectivement  par 
.r,  ?/,  c,  on  obtiendia  en  addilionnanl 


An- 


1  ()  (rVy) 

r  dr  ' 


-I  -/tp  =  (). 


(3) 


Si  l’on  dillérentie  les  mûmes  équations  (2)  par  rap¬ 
port  à  .r,  y,  z,  on  obtiendra  <m  additionnant 

w 

Quoi((ii('  la  valeur  dr  /t  change  brusquement  à  la 
surface  de  séparation,  il  y  a  pourtant  certaines  fonctions 
des  composantes  des  vibrations  qui  varieront  d’une  ma¬ 
nière1  continue.  On  reconnaît  ainsi  par  l’équation  (3)  que 

1  [?{>■(>)  1  8{râ) 

r'  fi*"  r  '  dr  ’ 

est  partout  fini,  d’où  il  suit  ([lie 

dr 

est  une  fonction  continue,  <[ui  par  conséquent  aura  la 
meme  valeur  des  doux  côtés  de  la  surface  de  séparation, 


où  n  est  discontinu.  J’exprimerai  celle  cimmslanee  pur 
l'équation 


Wp) 

Or'  ' 


-  rti 


O. 


Mais  de  plus,  p  étant  constant,  dos  doux  côtés  do  ta 
surface  de  séparation,  H  aura  la  valeur  zéro,  et  la  con¬ 
dition  se  réduira  à 


Or 


0. 


(•">) 


Une  seconde  condition  relative  à  la  limite  provient, 
du  fait  que 


est  partout  fini,  parce  (pie  les  dérivées  par  rapport,  à  r 
s’évanouissent  dans  cette  expression.  Si  l’on  introduit, 
la  valeur  de  0  donnée  par  résiliation  (!•),  l'expression  si' 
réduira  à 


d’où  il  suit  que  pp  est  une  fonction  continue,  et,  qu’on  aura 
en  conséquence  pour  toutes  les  surfaces  de  séparation 

\pp\  «»•.  0.  (<’>) 

Ces  deux  conditions  relatives  aux  limites,  combinées 
avec  l’équation  différentielle 

Atp  \-pp  *=«  O,  (7) 

valable  dans  l’intérieur  de  chaque  couche,  où  p  est  con¬ 
stant,  suffisent  à  la  détermination  de  p. 

Si  dans  la  première  équation  (2)  l’on  pose  x  =»  reos  <p, 
ou  reconnaîtra  que 


a  partout  une  valeur  Uni»*-  <  lounno  de  plus 


(  r 


t  /* 


sont  partout  liais,  ain-i  «pie  nous  l'avons  démontré  ci- 
dessus,  on  îvcnimad  que 


<"('•>*) 

/r" 


<iit  f  ,  (P) 

•  '•  Y/riy\rJ 


a  partout  tmt*  valeur  Unie.  Celle  expression  pool,  être 
transformée  eu 

'  Vc>  è 

t  r’  Ir  VP.rj’ 


cl  on  obtiendra  ta  condition  relative  à  ta  limite 

<>.  (K) 


rfr?)  i  p 

i  r  i'j * 


fournie  de  plus  rette  e\pn*sdon  est  partout  ihiio  et 

que  par  cousoquenf 

i'p 

,  *  eus & 

tfr  i  r  7 

Tant  aussi,  t h i  obtiendra  ta  nouvelle  condition  relative  à 
ta  limite 

K?  Px\  a  (U) 

irutio  maniéré  iiiiiiÎijuiio  un  formera  tes  équations 

(KO 


auxquelles  il  faut  adjoindre  les  équations  différentielles, 

valables  au  dehors  th*s  smfnee**  de  séparation, 


<  i>'rt  )  <>> 

ir  i  if 

pu\  s 

U, 

*  p 

ir  e; 

«>,  Ir1: 

1 

<>, 
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•  NOTE  5. 


D’ailleurs  on  doit  avoir  ici  t)  O. 

Les  fonctions  p,  £,  57,  C  pcuvcnl  être  développées  en 
séries  de  fonctions  sphériques.  Je  me  servirai  pondant 
ici  de  fonctions  dont  la  forme  diffère  de  celle  des  fonc¬ 
tions  sphériques  ordinaires,  ce  qui  facilite  considérable¬ 
ment  les  calculs. 

Si  l’on  pose 


TT** 
T  n 


dx”  m8ÿ 


(!■)• 


r  «~ 


VV  | 


et  si  l’on  fait  l’hypothèse,  suffisante  pour  les  calculs, 
que  p,  f,  rj  sont  des  fondions  pains  do  z  et  que-  "  au 
contraire  est  une  fonction  impaire  de  c,  on  peut  em¬ 
ployer  les  développements  suivants 


P 


f 

c 


r 

r 


vn« 

J 


(ïr« 

,  '  » 


0-*> 


où  les  sommations  s’étendent  relativemenl  à  m  de  tu  O 
à  j«  =  v  dans  les  trois  premières  séries  et  à  ni  >  n  1 
dans  la  dernière,  et  relativement  à  «  à  tontes  les  valeur- 
entières  et  positives  de  «  -  0  à  n  -  a.  Les  coeffi¬ 
cients  p™,  y™,  sont  seulement  fonctions  de  r.  Dé¬ 

plus  on  peut  remarquer  que,  si  les  calculs  amèm-id  de- 
dérivées  par  rapport  à  s  d’un  ordre-  plus  élève  que  le 
premier,  celles-ci  peuvent  être  éliminées  au  moyeu  de 
l’équalion 

Jj'm  0. 

D’autre  part,  ou  reconnaît  par  lu  définition  «te  P"  que 

8V'n  «-j-1 

ffr  ""  r 
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Si  l’on  introduit  les  séries  dans  les  équations  (7)  et 
(11),  on  verra  que  les  coefficients  p”  f*  nff,  Q  doivent 
satisfaire  à  l’équation 


fn  = 

dr-  r  dr 


Cette  équation  admet  les  deux  intégrales  particu¬ 


lières 


r2n+i  1_ 


!  (2  w  +  3)  2  ■  4  •  (2w  +  3)  (2m  +  5) 


l(u2n  —  1)  2^C2ïT—  1)  (2w  —  3) 


Par  suite  on  peut  écrire 


^  —  an?nJTan<r^  \  (15) 


où  tous  les  nouveaux  coefficients  sont,  aussi  bien  que  p, 
constants  dans  l’intérieur  de  chaque  couche,  mais  pren¬ 
nent  des  valeurs  différentes  quand  on  passe  d’une  couche 
à  l’autre.  En  vertu  des  équations  (14),  on  obtiendra* 


^  s  1 

(2«+l)?„_i,  --fiT 


!J-  _  < 
2  »  —  1  ' 


•  (r2n+1/ 


Jg  fn+i  : 


(fés)  -  -<3»+ !)(>.«• 


dr  \5-2"+i 


En  vertu  de  la  définition  de  F™,  on  aura 


sFJ  +  FF?  =  0  ,  yV\  +  i*V\  =  0. 


‘  XOTE  6 


Si  l’on  différentie  la  première  équation  (»—»<)  fois 
par  rapport  à  x  et  m  fois  par  rapport  à  y,  et  la  seconde 
équation  («_»»  +  !)  fois  par  rapport  à  *  et  (»- 1)  fois 


par  rapporl  à  //,  on  obtiendra  doux  «njuatiou- ,  qui  pi 
vani  aisbmatil  dira  iran-*rt>ruit‘t  <  tu 
\  I).rT“  rT;;pt  (W9  „  *  wf m  tir;;  *\ 

(-"  i  !)//!'"'  1  .  /-T;;1  ,(«  m  !)(«  «/ » ï ,  {2><  ,»  \){„,  !)> 

D’uni1  niauii'irii  aaah^rm*  mi  ulilimilra  au  wiiyrn  t 
*  N  HT  K  7.  (liTIUÏTt'S  (‘([Uatinll'i  * 


(2ii  i  I  )  c  ï 


/«)(«  <«  t  )  /  |  P-  ni ( />/  1  ) ^  {  ) 


Dar  ilittri’Hitialimi  ilt*  rrflr  npiatinu  par  rapptul  a 
un  iilificutlra  en  rciiijtlai-ant  «  par  (h  I) 


<-"  î  ,)  /-T;;»  rT-  ,  («  «I  IK»  »>  -») 

|(a  /«  i  T  «  «i'|J (  /«(Mi  îj 


las  <|uatr«*  ipiantilfs  «,  ^ "  -atnl  Ij»*»»»  par  ] 

fipiatiniw 


P  î  m 


/i. 


t  J * 


<// 


h  , 


I’our  ilfVflnppft*  lis  ivlalitui'.  miif  Us  ruHUrjrr 

(*n  1  -«Ulf  Ullf  flIIlMfljlIflII'f  l|l'  fl  ‘S  lipialidll-,  1 

IntTiif  lis  sitîis  siivantts,  mi  .y  ts|  un  utuiilur  arbitrait 


/V 

,  ri  f'> 

i  J* 

•ni  r* 

t,(-r«  r*  IJ-*  ), 

Hf'p) 

h- 

<tt 

-C<«* 

#i|  rf 

1  // *  r’  '‘T* 

h- 

»  »a  |  ^  ** 

- ((* 

n  )  r# 

1  *  /  t  r™  i  i>  •  !(}'«• 

i*  H  *  » : 

la*  pmniiT  tuniibif  «If  iVi|iiutiou  iju'iui  obtir/it  ( 
aililiiiiiiinaiit  fis  tri  us  njualioti*  srra 


tr  “  (/>• 


*  t-ï  |fîli 
« 


:*n:î 


Dans  le  s**eond  membre  on  introduit  les  valeurs  do 
r  ym  .},  p»  td  :  ! %{ f"'  {)  trouvées  ci -dessus  ,  puis  on 
iVale  dos  di-ux  cotes  les  coefficients  de  Ir"'.  De  cette 
manière  on  c»l  .tient,  si  l’on  pose  *  «  j  1, 


2»:-iD/(/C» 

2h+1  /•'  dr 


0,  (20) 


et.  si  l’on  pose 


rm  *|-2 
s/f-f  l 

0.  (21) 


l”  |  •  (»<  i  2)0»  i  OcTj'r — ((« •!  i)-«'s)^ 

Ml  !  l)(2n  -/»  ;  1)7^','  («  ■>»  '■  -H«-  m  !  . (il!  \ 

( n  wY  i  ■» r  '  n  O^’.,  (»  -K»-  m  !  1)Ch“ 

Si  l’on  introduit  ici  les  expressions  de  etc., 

données  par  I  #  ou juations  (in),  ou  ol  dieudru  au  inojyon 
des  équations  { d’d 


(ii  n  1 

i  )/c  *c . 

/#"' 

i  f.»n 

i  mi 

-rw 

H 

r 

i 

fi 

2n  : 

i  <  i 

êiv; 

i 

i  'h  1 

-  rM 
/  /♦ 

r 

...  I 

(0)0) 

fi 

iu  \ 

i  j  A-™» .(wh-2)(«/  *  U'C  { 

iui 

df’  ad)  a 

m 

n  !  t 

(ae* 

1  )(L2n  ni-) 

-WC, 

in  . 

Ht  1  2)0 

m  \ 
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Outre  rt*s  relations  entre1  les  coefficients  constants 
dans  riniêtit*iit  de  t  !i;n ji i«*  couche,  ü  (nul  encore  eheichei 
lies  relations  ♦mtr**  les  meffieienls  correspondants  a  deux 
eouela^s  voi>it*«*s,  Si  Tou  dengue  par  un  nc*c*tml  les  ooel- 
flcients  relatif-  a  la  rottrfie  intérieure  et  si  r  est  le  rayon 
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de  la  surface  de  séparation,  on  trouvera  en  vertu  des 
équations  (5)  et  (6) 

1 _  h’,nd(r~n<f'à  I 

**~d?  Vx"~Tr  »  dr  ^  n  tir  ’ 

ou  et  (p'n  sont  des  fonctions  analogues  à  p„  et  <pn  for¬ 
mées  en  remplaçant  p  par  p. 

Quand  la  surface  en  question  est  celle  qui  est  la 
plus  proche  du  centre ,  les  coefficients  k'™  et  corres¬ 
pondent  à  la  couche  sphérique  centrale.  Ici  il  faut  né¬ 
cessairement  que  tous  les  coefficients  x™  s’évanouissent, 
car  dans  le  cas  contraire  p  serait  infiniment  grand  au 
centre  lui-même,  h'™  peut  être  éliminé  par  les  équa¬ 
tions  (24).  Puis  on  peut  passer  à  la  surface  de  sépara¬ 
tion  suivante,  et  en  continuant  de  cette  manière  on  voit 
qu’on  peut  pour  une  couche  quelconque  trouver  une 
équation 

ym  _  n  Uni 

Xn  -  ±  ri  n  ’ 


où  pn  dépend  seulement  de  n  et  des  valeurs  que  pren¬ 
nent  p  et  les  rayons  des  surfaces  de  séparation  à  l’inté¬ 
rieur  de  la  couche  en  question. 

De  même  on  obtient  au  moyen  des  équations  (8), 
(9),  (10) ,  si  l’on  introduit  les  séries  et  si  l’on  compare 
les  coefficients  de  V™  dans  les  deux  membres,  six  équa¬ 
tions  qui  peuvent  être  réduites  au  moyen  des  équa¬ 
tion  (20)  et  (21)  aux  deux  conditions  aux  limites  sui- 
8.  vantes* 


[m  (ÉJ  _  Q)  _  (»  _  m  +  1)  (,m-l  _  Cr2)J 

^  (»  (5?  -  q)  -(»-»»+ 1)  o?r 1  -  cr2)) 


(24) 
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A 


Si  l’on  pose  pour  abréger 


»»(«?— c) — (^~^+i)(èr‘-cr2)  =  c.  i  ,26) 

?»(«”— r^)  —  (»— «»4-i HÆî-1— rî-*)  ’=  J 


on  obtiendra 


,  d<pn 
dr 


,  &<pn 
dr 


C  V»  +  > 

n  dr  '  «  dr  ’ 


(27) 


où  les  lettres  accentuées  ont  la  meme  signification  que 
plus  haut.  A  l’aide  des  équations  (27)  on  obtiendra  de 
la  même  manière  que  ci-dessus 


où  q  dépend  seulement  de  n  et  des  valeurs  que  pren¬ 
nent  /jl  et  r  à  l’intérieur  de  la  couche  en  question. 

Après  avoir  développé  de  cette  manière  les  équa¬ 
tions  générales  dont  on  a  besoin  pour  le  calcul  du 
mouvement  de  la  lumière  dans  un  milieu  lumineux  com¬ 
posé  de  couches  concentriques,  homogènes  et  sphériques, 
je  passerai  à  la  détermination  du  mouvement  de  la 
lumière  dans  l’intérieur  d’un  corps  isotrope ,  où  je  con¬ 
sidère  les  atomes,  ainsi  que  je  l’ai  dit  dans  l’introduction, 
comme  des  points  autour  desquels  le  milieu  lumineux 
est  disposé  en  couches  concentriques  jusqu’à  une  certaine 
distance,  tandis  que ,  en  dehors  de  cette  distance ,  qui 
est  moindre  que  la  moitié  de  la  distance  moyenne  de 
deux  atomes  voisins,  le  milieu  lumineux  est  identique  à 
ce  qu’il  est  dans  le  vide. 

Si  d  est  la  distance  moyenne  de  deux  atomes  voi¬ 
sins,  et  si  l’on  suppose  que  les  vibrations  de  la  lumière 
sont,  à  la  distance  d  d’un  atome,  parallèles  à  l’axe  des  y, 
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si  de  plus  Ton  suppose  que  la  propagation  du  mouve¬ 
ment  s’opère  dans  la  direction  de  l’axe  des  x,  on  pourra 
pour  x  =  8  poser 

f  =  0 ,  C  =  0 ,  7]  =  efP-WF ,  (29) 

où  F  est  une  fonction  qui  reprend  périodiquement  la 
même  valeur  d’un  atome  à  l’autre.  La  dernière  for¬ 
mule  représente  donc  un  mouvement  ondulatoire  qui  se 

propage  dans  le  corps  avec  la  vitesse  ~. 

Pour  rechercher  plus  précisément  le  sens  de  la  fonc¬ 
tion  j P,  nous  considérons  deux  atomes  dont  la  distance 
est  2&  Une  ligne  droite  qui  passe  par  les  deux  atomes 
coupe  les  deux  surfaces  sphériques  qui  sont  en  contact 
et  dont  le  rayon  est  8  aux  trois  points  A,  B  et  C.  Les 
valeurs  que  prend  F  tout  le  long  de  cette  droite  peu¬ 
vent  être  représentées  par  une  courbe,  qui  se  répète  de 
A  à  B  et  de  B  à  G  de  la  même  manière.  Par  consé¬ 
quent  F  aura  les  mêmes  valeurs  en  i  et  en  B,  et  les 
tangentes  à  la  courbe  en  ces  deux  points  seront  paral¬ 
lèles.  Comme  la  direction  de  r  est  comptée  positivement  à 

dF 

partir  du  centre  dans  le  deux  directions^  -g-  prendra  en 

A  et  en  B  des  valeurs  numériquement  égales  mais  de 
signe  contraire. 

On  aura 

eUiF  =  elxir]  = 

dans  cette  série  les  termes  seront  égaux  pour  des  points 
diamétralement  opposés  et  auront  le  même  signe  pour 
n  pair,  le  signe  contraire  pour  n  impair.  Par  conséquent 
on  aura  pour  r  =  8 
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d 


rln  2  n 

y™ 


Vm  )  = 

2n+l  2«+i/ 


-!n^(ÆTt' 


^(^2’(Æ^„  +  %V.F?»+.)  +  e~tXi2(V?nV?n 

Ces  équations  peuvent  être  transformées  en 


ytn  Jrm  ) 

72/i+i  2/i  + 1 

pw  ))  ^  (), 

'  O  m  _L  1  '  / 


+  1  2/1+1 


(«w- *“  w) A,™  F™  +  (««+  e-^0 2%+1  |  {0) 

(^'  +  *“fai)  «-“) |r ^2+1  T^,.m  -  J 

Ces  deux-ci  sont  valables  pour  les  points  de  con¬ 
tact  de  la  surface  sphérique  avec  une  autre  surinée 
sphérique  de  la  même  nature.  Pour  cette  raison  le  nom¬ 
bre  de  ces  points  est  limité;  mais  la  position  do  ces 
points  est  accidentelle,  et  le  corps  étant  supposé  isotrope, 
la  probabilité  pour  qu’un  point  arbitraire  soit  un  point 
de  contact  est  partout  la  même.  C’est  pourquoi  je1  sup¬ 
pose  que  les  équations  précédentes  sont  en  général  va¬ 
lables  pour  tous  les  points  de  la  sphère  r  â. 

Pour  la  discussion  ultérieure  de  ces  équations  il 
importe  de  remarquer  qu’on  peut  considérer  Ix  comme 
une  quantité  très  petite.  Helmholtz  s’est,  déjà  servi  rie 
cette  circonstance  (Pogg.  Ann.,  1. 154,  p.  584) ,  car  dans 
sa  théorie  de  la  dispersion  il  a  pris  comme  point  de  dé¬ 
part  la  supposition  que  la  distance  des  particules  pon¬ 
dérables  est  infiniment  petite  en  comparaison  d’une  lon¬ 
gueur  d’onde.  On  sait  qu’en  réalité  on  a  pu  tout  au 
moins  se  former  une  idée  de  ces  distances.  Ainsi  la 
longueur  d’onde  de  la  lumière  visible  est  dans  l’eau 
approximativement  10000  fois  plus  grande  que  à,  et  dans 
les  gaz,  même  pour  la  plus  grande  raréfaction  pour  laquelle 
la  dispersion  est  encore  appréciable,  la  longueur  d’onde 
doit  être  quelques  centaines  de  fois  plus  grande  que  â. 
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*  NOTE 


Or  on  a 51 


AT  10  i 

n=t,  h 


=  ^0,  l 


■N, 


N  étant  l’indice  de  réfraction  du  corps,  O  la  vitesse  de 
la  lumière  dans  le  vide,  et  À  la  longueur  d’onde,  corres¬ 
pondante  de  même  au  vide.  Par  la  dernière  équation 
on  reconnaît  que  Ix ,  qui  ne  peut  dans  les  formules  ci- 
dessus  excéder  là,  doit  être  une  petite  quantité  du  même 

ordre  que  y. 

A 

De  plus  on  peut  remarquer,  si  l’on  désigne  par  /iâ 
la  valeur  de  p  pour  r  =  â,  qu’on  aura 

4rr_2 

O2  /2  ’ 

Pô 

On  en  peut  conclure  que  sera  infiniment  petit 
du  second  ordre,  si  lâ  est  considéré  comme  une  quantité 
infiniment  petite  du  premier  ordre,  et  que  par  consé¬ 
quent  N2  se  présentera  comme  un  rapport  de  deux 
quantités  infiniment  petites  du  second  ordre. 

Par  conséquent,  si  Ix  est  considéré  comme  une 
quantité  infiniment  petite,  on  tirera  des  équations  (30) 

•  Ixi ïyfn  F»  +  +l  F”+l  =  0, 

=  o. 

On  en  déduit  au  moyen  de  la  première  équation  (17) 
par  comparaison  des  coefficients  de  F*+1  et  F™  pour  r  =  â 


Pô  “ 
N2  = 
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(- 


b  r 


dr 


— L -(- 

r2f>+2^ 


4  n-  1 


yTn—i' 


(»j_8)(m+l) 

4%+r 
-m2 

4*2+3  ^n+t4" 


r2  m  (2n+2)~-™~ 

4n-hl^2n' 

d  1  /  r2  _(2»+l)2-m2_m  ,  (m+2)(m+l)  x 

4n+3  ^2»+i  J 

<2  1 

drr2n+l  ^2n  ^  ■ 


0,  m  =  0,  on  obtiendra  pour 

K+-K)+<  =  o,  | 

j«'-é(k)+é(^)-°-J  (33) 


Si  l’on  pose  w 

r  =  *  H — +  -  0, 


Comme  on  peut  à  volonté  considérer  r*if  comme 
une  quantité  finie ,  les  quantités  37°  et  37*  peuvent  être 
négligées,  à  moins  qu’elles  ne  soient  finies.  Pour  cette 
raison  on  pourra,  négliger  le  premier  terme,  dans  lequel 
entre  le  facteur  Zr  de  la  seconde  équation  (32),  si  Ton  pose 
n  =  1,  m  =  O  ou  m  =  2,  et  alors  on  aura  pour  r  =  d 


On  en  déduit  la  relation  suivante  correspondante  à 
la  couche  extérieure  jusqu’à  r  =  â 

2  Z?°d5  =  3$,  26*<f  =  3#, 

si  l’on  introduit  les  coefficients  constants  (équation  (15)) 
en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites.  De  plus 
on  aura  en  vertu  des  deux  premières  équations  (29) 

—  0,  ^+^  =  0, 

relations  qui  sont  valables  pour  la  même  couche. 

Si  l’on  pose  en  outre  dans  la  seconde  équation  (22) 
n  =  3,  m  =  1  ou  m  =  3,  on  obtiendra,  en  négligeant 
le  premier  terme,  qui  est  infiniment  petit, 
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»  NOTE  10. 


«ï+Æ-rf-o,  fâ—rl  —  o, 

et  les  équations  (23)  donneront  pour  n  =  1,  m  =  1 

—  3a,1— 4&Î  +  2&;  — 3cJ  =  0* 

— 5Z;—  3«‘— 4$-f2$—  3r'  =  0. 

Ces  huit  équations  ne  suffisent  pourtant  pas  à  la 
détermination  des  8  constantes  comme  fonctions  de  x\, 
car  on  verra  que  parmi  ces  équations  se  trouve  une 
identité.  Cependant  on  tirera  des  équations  (26)  et  (28) 
pour  n  =  2,  m  =  1 

si  =  «à  —  c\ — 2  a l  =  —  —  2/5”,  <j\  = 

qui  combinées  avec  les  équations  ci-dessus  donneront 

slâ*  =  -2#,  «î  =  -3  fl, 
et  par  conséquent 

=  2^2,. 

Mais  comme  &  dépend  seulement  des  valeurs  que 
prennent  n  et  les  rayons  des  surfaces  de  séparation  en 
dedans  de  la  couche  extrême,  il  faut  qu’on  ait  =  0. 
Ensuite  on  obtient  en  vertu  des  équations  déduites  ci- 
dessus 

K  =  o,  vtr  =  =  -f*j. 

Si  de  plus  dans  les  équations  (22)  on  pose  n  =  1, 
m  =  1,  on  obtiendra  les  relations 

+  =  0»  kp-x'Æfâ  —  0, 

valables  pour  toutes  les  couches.  Pour  la  couche  extrême, 
où  n  est  désigné  par  p.d,  on  obtiendra  par  suite,  en  con¬ 
servant  les  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre, 

=  — ■ K(r— W*8)— Wî- 
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Les  équations  (33)  peuvent  être  transformées  en 

=  o, 

-K(j;a*-2#)+/i*(*i<ï*+*11)  =  o, 

d’où  l’on  peut  déduire 

i2  Y.  Kâ'+xi 

En  vertu  de  Péquation  (25)  on  aura 

*;  =  p&. 

De  plus  on  aura  en  vertu  de  la  première  équa¬ 
tion  (29)  pour  r  =  â,  £  =  0 ,  en  négligeant  les  quan¬ 
tités  infiniment  petites  d’un  ordre  supérieur, 

ctr+oi  =  o, 

et  si  l’on  pose  n  =  2,  m  =  1  dans  la  seconde  équa¬ 
tion  (22)  en  négligeant  le  premier  terme,  infiniment  petit 
du  second  ordre, 

=  0, 


équation  qui  est  valable  pour  la  couche  extrême. 

Les  équations  (26)  et  (28)  donneront  pour  n  =  1, 
m  =  1 


oj — b\  =  s\,  a[ — fil  =  a\,  a\  ■=  qt^. 


En  conséquence  de  ces  équations  on  aura 


Æ_  qJ* 

K  q,+  2<r 

L’indice  de  réfraction  est  donc  déterminé  par  l’équa¬ 
tion  simple 
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*  NOTE  11. 


*  NOTE  12. 


N2  = 


I±1l 


*+2l 

r-itu' 


(34) 


où  px  et  qt  sont  deux  quantités  indépendantes  de  â. 

♦Nous  avons  supposé  que  fit 2  était  infiniment  petit 
dans  la  couche  extrême  située  immédiatement  en  dedans 
de  r  =  à;  mais  dans  les  couches  intérieures  cette  quantité 
doit  avoir  une  valeur  différente  de  zéro,  si  la  lumière  est 
effectivement  réfractée  par  le  corps.  Si  nous  supposons 
que  [ir%  est  fini  en  dedans  de  la  surface  de  séparation 
r  =  e,  nous  obtiendrons  par  la  seconde  équation  (24) 
pour  r  ==  s, 

0  =  k’m  cp  -4-  xm  df  , 

et  on  doit  avoir,  en  vertu  de  l’équation  (25),  y!™  =  p'nK™ 
ou  p'n  est  indépendant  de  e.  Par  conséquent  on  doit 
avoir  K™  =  0  et  y™  =  0,  c’est-à-dire  que  les  vibrations 
seront  perpendiculaires  au  rayon  à  l’intérieur  de  la  sur¬ 
face  r  =====  s.  Ceci  est  d’ailleurs  évident  a  priori ,  car 
notre  hypothèse  revient  à  supposer  que  la  vitesse  de  la 
lumière,  en  traversant  la  surface  de  séparation,  passe 
d’une  valeur  infiniment  petite  à  une  valeur  finie,  et  pour 
cette  raison  il  faut  que  tous  les  rayons  lumineux  soient 
réfractés  vers  le  centre  et  que  les  vibrations  soient  par 
suite  perpendiculaires  au  rayon. 

On  obtient  ensuite,  en  vertu  de  la  première  équa¬ 
tion  (24),  pour  n  =*  1,  m  =  1 

ifeJ'Se  — -J  =  0,  d’où  2\  =  2  s8.* 


On  peut  donc  approximativement  considérer^  comme 
une  quantité,  qui  est  proportionnelle  au  volume  du  milieu 
lumineux  fortement  modifié  dans  le  voisinage  de  l’atome, 
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mais  qui  est  indépendante  de  la  réfraction  du  milieu 
lui-même. 

L’autre  quantité  qt,  dont  dépend  l’équation  (34), 
peut  être  calculée  au  moyen  des  équations  (27)  et  (28). 

Je  chercherai  d’abord  à  éclaircir  par  un  exemple 
de  quelle  manière  q1  dépend  de  la  longueur  d’onde.  Je 
supposerai  que  jm  s’évanouit  au  dehors  de  la  surface  de 
séparation  r  =  e,  et  qu’il  est  constant  partout  dans 
l’intérieur  et  égal  à  //.  Dans  ce  cas  on  doit  dans  les 
équations  (27)  égaler  a™  à  zéro*,  et,  si  l’on  pose  n—  1, 
on  aura  en  supprimant  l’indice  supérieur  m 

S1  e8-)-*  ax  =  s[  (e3 — ~/A5+...), 

3s/  =  <(3£2-i/e4+../ 

d’où  l’on  tirera 


5 

Sx 


Î1 


Î5^‘+ 


a 

I 


+  ... 


On  pourra  donc,  pourvu  que  la  série  soit  conver¬ 
gente,  développer  qx  en  série  suivant  les  puissances  crois- 
1 

santés  de  ~2,  et  le  premier  terme  sera  positif. 

/ 

Si  l’on  considère  en  toute  généralité  p  comme  une 
fonction  finie  et  continue ,  on  doit  recourir  à  l’équation 
différentielle  (13),  d’où  les  conditions  (27)  relatives  à  la 
limite  peuvent  être  déduites.  Si  l’on  suppose  comme 
ci-dessus  que  r  =====  s  est  la  limite  au  dehors  de  laquelle 
/i  s’évanouit,  le  problème  à  résoudre  sera  d’intégrer 
l’équation  différentielle  sous  les  conditions  que  fn  =  0* 
pour  r  =  0,  et  que  pour  r  =  e 


NOTE  13. 


NOTE  14. 


fn  —  Sn(r2w  +  l  +  <7n)  ,  =  (2  fl  -f  1)  $nT2n. 
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Après  avoir  éliminé  les  deux  constantes  arbitraires, 
on  obtiendra  au  moyen  de  ces  trois  équations  une  équa¬ 
tion  résultante,  qui  permettra  de  déterminer  qn.  Si  l’on 
fait  l’hypothèse  que  fn  peut  être  développé  en  série  con¬ 
vergente  suivant  les  puissances  croissantes  du  facteur  4^ 
qui  entre  dans  /i,  on  reconnaît  sans  difficulté  que  qn 
peut  en  général  être  développé  en  une  série  de  la  forme 


«_ LÉ.+ 

À2^ 


On  verra  de  cette  manière,  si  l’on  désigne  par  A 
l’indice  de  réfraction  correspondant  à  une  longueur  d’onde 
infiniment  grande  et  par  suite  à  3l  =  0,  que  l’équation  (34) 
donnera 


A2  = 


«p-ta’ 


Jl  —  1 


N2—  A2 
N2-j-2yis 


d3=  i3l. 


Comme  résultat  de  cette  analyse  on  reconnaît  que 
les  lois  de  la  réfraction  dans  un  corps  transparent  peu¬ 
vent  être  exprimées  par  les  équations  suivantes 

A2—  1  1  p  N2—  A2  1  n  a  ,  b  , 

Z+2  ’d  ~ ’  N2+‘2A2'd~  J ?+•£  +  —  ■> 

où  N  est  l’indice  de  réfraction  du  corps,  d  son  poids 
spécifique ,  B  et  D  deux  constantes  indépendantes  du 
poids  spécifique.  De  plus  a  est  une  constante  positive, 
et,  comme  cela  ressort  des  équations  elles-mêmes,  A  est 
l’indice  de  réfraction  correspondant  à  À  =  oo. 

Il  y  a  déjà  quatorze  ans  que  j’ai  déduit  par  voie 
théorique  la  première  de  ces  équations*,  dont  l’admissi¬ 
bilité  s’est  par  la  suite  manifestée  de  plusieurs  manières. 
A  l’aide  des  expériences  sur  la  réfraction  de  quelques 


Voir  p.  281. 


•m 


liquides  et  do  leurs  vapeurs,  que  j'ai  faites  moi-même, 
j’ai  calculé  la  constante  de  réfraction  correspondante  à 
la  raie  du  sodium,  tandis  que  A  a  été  calculé  par  ]a  for¬ 
mule  plus  simple  A,J  A*--}-  Voici  les  résultats: 


Liquide*  à  10°  Vapeur  à  100° 


Alcool . 

0,oo/iar, 

0, 00044 

Éther  éthylique .  . 

«30 

G28 

Chlore» forme  .  .  . 

un 

409 

lodurt*  d’éthyle  .  . 

m 

570 

Sulfure*  de  carbone 

mn 

1732 

Éther  acétique  .  . 

rm 

550. 

On  doit  considérer  comme  assez  satisfaisante  la  con¬ 
cordance  des  valeurs  de  I>  pour  les  deux  états  physiques. 

Quand  on  ne  peut  pas  employer  les  séries  (14)  qui  repré¬ 
sentent  <pv  et  <J\,  ces  fonctions  peuvent  être  exprimées 
par  *  »  note  15 


3sin«r  «rcos«r 

y,  =  •  »  *  y1,  eus  ar  -(-  ar  sin  ar , 

si  l’on  pose  pour  simplifier  /<  a.  Si  par  exemple^  est 
égal  à  zéro  au  dehors  de  la  surface  de  séparation  r  =  e 
et  à  a*  dans  l’ intérieur,  on  aura 


-  •  ,  „  „>  <>  «H»  as  -  as  cos  as 

1  !  ’  ’  a 


d’où 


,  île  . 

h.  si  nui, 

1  a 


8*’  .  ,  3s 

cotetf  "4-  ,,"“T . 

a  a 


Il  en  résulte  que  </,  peut  prendre  une  valeur  quel¬ 
conque  entre  ~  »  et  -f-  oo,  ai  la  longueur  d’onde  X  et 
par  suite  aussi  «  parcourent  toute  la  série  des  valeurs. 
En  vertu  de  lu  seconde  équation  (35),  il  y  a  certaines 
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valeurs  qui  rendent  XN2  négatif  et  par  suite  N  imaginaire, 
ce  qui  dans  ces  calculs  représente  une  absorption. 

Si  Ton  fait  l’hypothèse  que  fi  soit  fini  à  l’intérieur 
de  la  surface  de  séparation  r  =  e,  et  que  les  séries 
soient  convergentes  jusqu’à  une  très  petite  distance  du 
centre,  l’absorption  n’aura  lieu  que  pour  certaines  lon¬ 
gueurs  d’onde  isolées  et  déterminées,  de  sorte  que  nous 
obtenons  un  spectre  de  dispersion  accompagné  de  raies 
d’absorption  comme  à  l’ordinaire. 

La  théorie  exposée  ici  n’exclut  donc  pas  la  possi¬ 
bilité  de  l’absorption,  mais  d’autre  part  on  ne  peut  pas 
déduire  de  nos  hypothèses  une  absorption  incomplète, 
correspondant  au  cas  où  N  prend  la  forme  complexe 
Si  donc  on  veut  déduire  théoriquement  la  disper¬ 
sion  anomale,  il  faut  généraliser  les  calculs,  de  manière 
qu’ils  puissent  aussi  s’appliquer  au  cas  d’un  système 
d’atomes  correspondant  à  un  corps  composé  ou  à  un 
mélange.  C’est  seulement  quand  on  aura  fait  cela  qu’on 
pourra  savoir  s’il  est  encore  nécessaire  de  changer  la 
base  même  de  la  théorie ,  en  supposant  que  fi  soit  une 
variable  complexe,  ce  qui  reviendrait  à  ajouter  aux 
équations  originelles  qui  représentent  le  mouvement  de 
la  lumière  un  terme  contenant  la  dérivée  première  par 
rapport  à  t.  Dans  ce  cas  ces  équations  prendraient  la 
forme  que  j’ai  déjà  indiquée  dans  mon  mémoire  sur 
l’identité  des  vibrations  lumineuses  et  des  courants  élec¬ 
triques  (Vidensk.  Selsk.  Oversigt  1867,  Nr.  1,  6e  mémoire 
de  cette  édition).  Mais  après  avoir  démontré  par  les 
méthodes  employées  ici  la  possibilité  du  calcul  du  mouve¬ 
ment  lumineux  dans  l’intérieur  des  corps,  on  reconnaîtra 
surtout  qu’un  vaste  champ  reste  ouvert  aux  recherches 
ultérieures. 


NOTES. 


NOTE  1.  One  analyse  du  mémoire  se  trouve  dans 
les  „Fortseliritte  di*r  I’hysik-,  t.  XXXIX  (ïè'  fascicule), 
p.  15—17. 

NOTE  2.  Voir  le  quatrième  mémoire,  p.  103 — 105. 


NOTE  B-  d'est-à-diro  que  les  composantes  peuvent, 
être  exprimées  par  <4,y,  où  y  est  nue  fonction  de  æ,y,g. 


NOTE  4.  On  suppose  que  l’origine  du  système  des 
coordonnées  est  au  centre. 

Les  conditions  relatives  aux  limites  dont  il  s’agit 
dans  ce  qui  suit  peuvent  toutes  être  déduites  on  intro¬ 
duisant  les  coordonnées  polaires  et  cm  faisant  la  remarque 
que  seules  lus  dérivées  par  rapport  à  r  peuvent  devenir 
infinies. 


NOTE  B. 


i'Vm 

"  désigne  ici  lu  dérivée*  de  F"'  dans  la 


direction  de  r  et  non  pas  la  dérivée*  partielle.  L’équa¬ 
tion 


M';;1  n  f  l 

h-  ’  r 


ffW 

*  n 


exprime  seulement  que  F*  est  une  fonction  homogène  du 
degré  —  («~f -  1)  par  rapport  à  s,  y,  z. 

NOTE  6.  On  obtient  par  différentiation  de  l’équa¬ 
tion  (13) 
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dafn  —  w  <f’/„  ,  (  dfn  » 

dr3  r  dr 3  y  r2  /  rfr  ’ 

et,  si  l’on  pose  =  r"#». 

Mais  on  ramènera  cette  équation  à  la  forme  de 
l’équation  (13)  en  posant 

“  - 1  S», 

et  l’on  obtiendra  alors 

<»  ■ +*•  - 

m  &+££+*.  =  o. 

On  en  tire  dans  le  premier  cas 

/q\  „ _ 1  dfn _  j? 


—  fn—  1  ? 


et  dans  le  second 


„  _±#!_  f 
U*1  fa  I  (—n )* 


De  l’équation  (4)  on  peut  déduire 


_dft 


*(*%) 


ou,  en  remplaçant  n  par  n  -f- 1 , 


(5)  r-u«+*)fn+l 


<(  ^  f  \ 

'  1  p2n+i  !  n  J 


Les  relations  données  dans  le  mémoire  peuvent 
facilement  être  déduites  des  équations  (3)  et  (5). 


3‘.W 


NOTE  7.  On  obtient  ie<  [nation  (18)  en  différentiant 
l’équation 


zV 


dz 


0 


( n—m )  fois  par  rapport  ù  x  et  m  fois  par  rapport  à  ?/, 
et  en  se  servant  de  (17),  où  n  est  remplacé  par  (n— 1). 

L’équation  (Ht)  peut  être  déduite  de  (17)  si  l’on 
remarque  que 

SK  _  _w-|  1  v*  .  8Kx  fiKy,  dV:z 

faT  ~  '  w  '  A*  ».  /u7  A.  !”  77 


r 

rm 


«4*1 


r 


trm 

'  n 

t  rm  | 

f  M  4-  1 


I  ï  \  l  y 


êx  i 

*  n  «- 

dz  r 


By  r  '  dz  r 


NOTE  8.  Si  l'on  introduit  les  expressions  de  Ç,  rj, 
C,  p  dans  les  équations  (H),  (U),  (10),  on  obtiendra  en 

BK‘-i 

fiz  ' 


égalant  les  coefficients  de  K»  et 


dans  les  deux 


'-ae 


.membres  dos  équations  ainsi  obtînmes  et  en  se  servant 
des  équations  (17)  et  (18), 

r$u  ,  (n- \ . i  r  »<\m  u»  \  %(m  1 1  ) 

"  2»— ï  â//  d  :i  ''»<•« .  a« 


/«M 


0, 


sj  m—  l 

r  pn—i 


(n  —  m  j ■’$)(// •'■■■■- m  J  1) 


'SM  3' 


rn  + 


'4-  '  /'a~t 


r>pl 

2m- 1 


(«■ 


'«  i  0(«- «0 

!  :i  '  »t  * 


(2m-?«4-1)(w+1) 
f'  2  »  +  3 

(»*  !  9)(»«  |  1) 


/C.1 


«wi  >4"2 


2»+:> 

En  retranchant  lu  troisième  équation  de  la  première, 
on  obtient 

I*  (çm  —  **m\  t  (n  ”*  m  !  ^ .)  I  1)  „m 

K^n  *+&  /  ï  0^  4 (*n 44 


S»  0. 


Si  l’on  augmente  d’une  unité  l’indice  «h  dans  la  se¬ 
conde  équation  et  si  l’on  eu  soustrait  la  troisième,  on  obtient 

rV^+t  .  *»),)>'  1  1)  .+, 

v/»  •»«  '  !  r«+ 1 


0.  (U) 
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Si  maintenant  Ton  diminue  dans  la  formule  (B)  m 
de  deux  unités,  on  obtiendra  la  première  formule  du  mé¬ 
moire  en  multipliant  la  formule  (J.)  par  m,  la  formule 
(B)  par  (n  —  m+1),  en  les  retranchant  l’une  de  l’autre, 
et  en  divisant  le  résultat  par  r2. 


On  voit  que  dans  tout  ceci  on  ne  s’est  pas  servi 
des  équations  (20)  et  (21),  dont  l’application  amènerait  à 
de  très  longs  calculs. 


La  seconde  formule  peut  être  déduite  par  un  pro¬ 
cédé  analogue.  On  se  sert  dans  ce  cas  de  la  condition 
[%£)  dp] 


à  la  limite 


dr  dx 


0  et  des  conditions  analogues 


r,  m 

@Pn 


en  remplaçant  partout  et  les  expressions  analogues 

x  $  m 

par  et  par  les  expressions  analogues. 


On  obtiendra 


^d^r-n)  r  dp:_ 

r  dr  ln  —  l  dr 
(m  +  2)  (m  -f-  1)  dp™+*  w  ' 

2n-f-3  rdr  Pn—i 


(n+iy-tnrdp™^ 
2  n  -f-  3  rdr 

=  0, 


T  dr  ‘  (2w— l)dr 
(2  n—m  +  1)  (m  +  1)  dp™+{ 
X  2^4“  3  rdr 


(n  — m-j-2)  (w — m+ 1)  dp™~_ 
2  n-f-  3  rdr 


d(Çmr~n)  r  dpm  t 

r«Thl  V  J  I  T  ^  rc-t 

dr  ~2n— 1  dr 
(m+2)(TO+l)^+2  f 
2n-j-3  rdr  ,0’ 


(w— m-j-1)  (w — w) 

2  n  -f-  3  rdr 

I  =  0. 


Par  un  procédé  semblable  à  celui  qu’on  a  employé 
précédemment,  on  en  déduira 


4D1 


équation  qui  peut  facilement  être  transformée  on  colle 
du  mémoire. 


NOTE  9.  Dans  ce  qui  suit,  on  considère  comme 
unité  de  longueur  d  ou  une  quantité  dont  la  grandeur 
est  du  môme  ordre  que  o,elui  do  â.  De  cotte  manière 
À  devient  une  quantité  très  grande,  taudis  que  /  et  /ttJ 
sont  très  petites. 

NOTE  10.  On  néglige  les  termes  dans  lesquels 
entre  //  comme1  fadeur,  cette  quantité  (‘tant  considérée 
comme  infiniment  petite. 

NOTE  11.  On  ne  peut  pas  reconnaître  pour  quelle 
raison  il  n’y  aurait  pas  de  réfraction,  (Haut  partout, 
infiniment  petit. 

Car  les  quantités  px  et  qui  entrent  dans  l'expres¬ 
sion  (34),  sont,  on  vertu  des  équations  (ï!4)  et  (il),  fonc¬ 
tions  des  rapports  des  quantités  /<  eorre.spoudnnles  aux 
couches  voisines,  ou  bien  des  indices  de  réfraction  de 
ces  couches.  Mais  bien  que  les  /<  soient  infiniment  petits, 
leurs  rapports  peuvent  avoir  des  valeurs  finies  différentes 
de  zéro. 

La  supposition  de  Lorenz,  que  l’indice  do  réfraction 
devient  infini  à  l’intérieur  des  molécules,  ne  peut  donc 
être  considérée  que  comme  une  hypothèse  arbitraire  sur 
la  constitution  des  molécules. 

NOTE  12.  On  fait  ici  la  supposition  que  la  molé¬ 
cule  n’est  composée  que  de  deux  couches. 

NOTE  13.  Aucune  des  quantités  ç,  jy,  f  ne  peut 
devenir  infinie. 
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NOTE  14.  fn  doit  s’évanouir  à  l’origine;  car  dans 
le  cas  contraire  les  fonctions  y,  Ç  deviendraient  in¬ 
finies  en  ce  point. 

NOTE  15.  On  reconnaît  immédiatement  que  l’on  a 
sin  clv 

= - ,  <p0  =  cos  ar,  et  les  deux  expressions  de  <px 

et  <px  peuvent  alors  en  être  déduites  au  moyen  des  deux 
dernières  formules  (16).  Ces  formules  donneront  aussi 
des  expressions  analogues  pour  <pn  et  <pn. 


SUR 

LA  LUMIÈRE  RÉFLÉCHIE  ET  RÉFRACTÉE 

PAS  OTE  SPHÈRE  TRANSPARENTE. 


NOTE  1. 


SUR  LA  LUMIÈRE  RÉFLÉCHIE  ET  RÉFRACTÉE 
PAR  UNE  SPHÈRE  TRANSPARENTE.  * 

VIDENSK.  SELSK.  SKK.,  T.  VI  (6).  COPENHAGUE  1890. 

Aussi  longtemps  que  nous  considérerons  la  lumière 
comme  formée  de  rayons  qui  interfèrent,  se  réfractent  et 
se  réfléchissent  à  la  surface  des  corps  suivant  certaines 
lois,  notre  conception  du  mouvement  lumineux  ne  sera 
qu’élémentaire  et  fragmentaire,  puisque  par  là  nous  dé¬ 
composons  la  loi  générale  de  ce  mouvement  en  lois  parti¬ 
culières  et  séparons  des  phénomènes  qui  sont  essentielle¬ 
ment  congénères.  Cette  manière  de  voir  élémentaire  a 
et  aura  cependant  toujours  une  grande  importance;  mais 
tant  que  nous  ne  pourrons  pas  aller  au  delà,  beaucoup 
de  problèmes  de  l’optique  resteront  non  résolus  et  in¬ 
solubles. 

La  loi  générale  du  mouvement  de  la  lumière,  de 
même  que  les  lois  de  la  propagation  de  l’électricité  et 
de  l’élasticité,  est  d’une  forme  simple,  car  elle  peut  être 
exprimée  par  trois  équations  linéaires  aux  dérivées  par¬ 
tielles  dn  deuxième  ordre,  où  les  trois  composantes  du 
mouvement  vibratoire  sont  les  variables  dépendantes,  les 
coordonnées  de  l’espace  et  le  temps  étant  les  variables 
indépendantes.  Tous  les  problèmes  de  la  propagation 
de  la  lumière  doivent  pouvoir  être  ramenés  à  l’intégra¬ 
tion  des  ces  équations. 


26* 


Dans  un  mémoire  intitulé  .Uetior  «lit*  itotioxion  au 
einer  Kugolflilche*,  M.  A,  (îlebreh  *  a  elioiviio  à  dôtoriniuor 
la  réflexion  do  lit  lumière  par  do*  uulnro»  .pftrnquo*  à 
réflexion  totale  t*n  partant  des  oipudiou»  riitfoi’otdir||«>* 
de  la  théorie  do  l'élasticité;  nuit*  «  et  italiilo  fontlionmtit’ion 
n’a  pas  réussi  it  vainoro  la  difticnite  primipnlr  pmpre- 
ment  dite,  et  voici  ce  qu'il  dit  a  ce  Mijot  dan»  mii  inlro- 
duction:  .Die  Itosullatc  dor  gan/t  tt  t  nlorem  huog  »iud 
sehr  vervviekelt,  und  nameidlieli  fdr  don  tu  dor  üptik 
wichtigen  Fall  einer  sehr  kloinott  Wollonl.ingo  Hionil  «m  reltr 
schwor  diesoltio  oinfaoii  in  pa»»omler  Furnt  dur/.tidt  lion." 
Par  contre,  il  ajoute:  .Dor  eutgepongoreMo  Fait  oui»»* 
gogon  die  Wellenlilnge  soi»*  kloinott  liadiu*  dor  rriiortire». 
den  Ktigol  ist  dngogen  fdr  oiuo  Anualioruug  .«hr  got-ignot,* 

Los  équations  diiTéreidioilo*  tpu  «ntt  b  pMint  do 
départ  dos  présentes  reeherehov.  ont  «te  i  xpo  -ro.  »•!  Ha- 
lilies  dans  plusieurs  de  me*  iiawmx  antérieur  *.  Kilo*,  m* 
distinguent  <lo  celles  do  In  ihourie  •!«*  l  oiadi*  tir  n-t  i, 
qu'elles  excluent  in  possibilité  «io  vibr.tlinh.  loogitudiimlos, 
et  comme  elles  sont  nppiirntiio*  n  ritatpto  {«Mini  do  tout 
milieu  transparent  hétérogène,  le*  «ouditiu»*  hmilo*  tin 
passage  d’un  corps  duo*  un  autre  -.*<  luDioront  furilo- 
ment  déduire  des  équations  différentielle»  o|U- ‘—imoihow. 

Dans  un  travail  antérieur  »Th«*oue  d«  la  deq<er*»n«*  **, 
j’ai  déduit  des  mêmes  équation*  tiifforoutieijo.  d**s  f«». 
nuiles  qui  serveni  a  déterminer  io  immih  rue  nt  «to  lu 
lumière  dans  un  milieu  ««impure  d«<  n*mi«r»  qdiériqiirs 
concentriques,  et  j’ai  alors  applique  io  raini)  a  ntt  sy¬ 
stème  de  |H»tdes  sphères  séparer»  par  le  vide  «4  <t  d«* 
grandes  distances  tes  unes  dos  autres,  .«Un  «!«.  riotoritutief 

•  Journal  d«  ttrdt#,  UH,  p  j«i  jstgt 
**  Voir  ta  aléatoire  précédent. 
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la  loi  suivant  laquelle  la  réfraction  de  la  lumière  dépend 
de  la  densité  du  système.  Plus  tard,  je  me  suis  servi 
des  mêmes  développements  en  séries  pour  résoudre  le 
problème  que  j’ai  ici  en  vue,  à  savoir  la  détermination 
du  mouvement  de  la  lumière  lorsqu'une  sphère  homo¬ 
gène,  transparente  et  isotrope  est  éclairée  par  des  ondes 
lumineuses  planes  et  parallèles,  et  j’ai  réussi  également  par 
cette  voie  à  obtenir  les  mêmes  résultats  qui  vont  être 
exposés  ici.  Mais  j’ai  préféré  employer  dans  ce  qui 
suit  une  autre  méthode  plus  simple,  qui  me  permettra 
en  même  temps,  pour  faciliter  la  lecture,  de  ne  pas  pré¬ 
supposer  la  connaissance  de  mon  premier  travail. 


1.  Conditions  aux  limites. 


Désignons  par  f,  37,  C  les  composantes  des  vibrations 
lumineuses ,  correspondant  au  temps  t  et  aux  coordon¬ 
nées  x,  y ,  z  de  l’espace.  Si  l’on  introduit  en  outre  les 


notations 


£_  d*  6‘ 
dm?  1 


<K 

<fe’ 


les  lois  du  mouvement  de  la  lumière  dans  un  milieu 
transparent  quelconque  pourront  être  exprimées  par  les 
trois  équations  différentielles 

.  80  1  ôd  1  ffn 

dx  “  <0*  d?  ’  8y  w1  8f' 

.  _ _ 80  JL  ex 

5  4  a,*  W' 

co  étant  en  général  une  variable  dépendante  de  x,  y ,  z, 
qui  correspond  à  la  vitesse  de  la  lumière  au  point  x,  y,  z, 
en  tant  qu’on  peut  considérer  cette  vitesse  comme  con¬ 
stante  dans  un  très  petit  espace. 
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Le  problème  dont  il  s’agit  consiste  à  intégrer  ces 
équations,  dans  la  supposition  que  co  a  deux  valeurs 
constantes  dont  l’une  à  l’intérieur  et  l’autre  à  l’extérieur 
d’une  sphère  donnée,  et  qui  passent  de  l’une  à  l’autre 
par  un  changement  discontinu  à  la  surface  de  la  sphère. 
Ce  changement  discontinu  peut  être  regardé  comme  dû 
à  ce  qu’une  couche  superficielle  passe,  avec  une  variation 
continue  de  co ,  d’une  épaisseur  finie  à  une  épaisseur 
nulle,  co  étant  considérée  comme  une  fonction  de  la 
distance  r  au  centre  de  la  sphère.  Dans  ce  passage,  les 
composantes  du  mouvement  vibratoire  doivent,  ici  comme 
partout,  rester  finies,  tandis  que  leurs  coefficients  diffé¬ 
rai.  rentiels  peuvent  devenir  infinis  par  rapport  à  r*.  C’est 
pourquoi  les  composantes  et  leurs  coefficients  différen¬ 
tiels,  lorsque  l’épaisseur  de  la  couche  limite  est  réduite 
à  0,  passent  en  général  brusquement  d’une  valeur  à  une 
autre  en  traversant  cette  couche;  cependant  quelques- 
unes  de  leurs  combinaisons  peuvent  conserver  leur  valeur 
sans  changement. 

Pour  chercher  ces  combinaisons,  au  lieu  des  com¬ 
posantes  par  rapport  au  système  des  axes  fixes,  je  pré¬ 
fère  employer  la  projection  des  vibrations  sur  le  rayon, 
la  projection  perpendiculaire  à  cette  dernière  dans  le 
plan  passant  par  le  rayon  et  l’axe  des  x,  et  la  projec¬ 
tion  perpendiculaire  aux  deux  précédentes  et,  par  con¬ 
séquent,  à  l’axe  des  x . 

roTE  s.  Si  l’on  exprime  en  coordonnées  polaires* 

x  =  r  cos$j>,  y  =  rsin^cos^,  z  =====  rsinpsin^, 

et  si  l’on  désigne  les  nouvelles  composantes  par  £,  y,  C\ 
celles-ci  seront  déterminées  par  les  équations 


(2) 


109 


$  ==  C«Kÿ?c  j  shljCCOS^jy  j- sin  $£>sin^£, 
ij  — *  — siuyç-l  cosjf'cosçlîj  (-cos^sm^, 

Ç  ««=  sin^'ÿ  j  eus  <!>  Ç. 

En  mnltipliniit  1ns  équations  (1)  respectivement 
t,  y ,  z  et  en  b**  ajoutant,  ou  obtiendra 


Jt(rç) 

d’où  il  suit.  qtm 


td(^)  t 

r  Or  <„*  df  ' 


B'(r*ç)  B>(,»B) 

Or3  '  "  Or  ’ 


par 


*  NOTE  4. 


lorsque  J,  est  exprimé  en  coordonnées  polaires,  se  laisse 
exprimer  en  termes  qui  restent  (luis*,  même  si  l’épais-  *  note  r». 
seur  de  la  couche  limite  est  réduite  à  zéro. 

Mais  il  en  résulte  que 


%’f) 

Br 


)*() 


est  une  fonction  continue,  (pii  par  suite  reste  aussi  finie 
sur  la  surface*  limite,  puisqu’elle  est  finit*  des  deux  côtés 
de  celle-ci.  Par  conséquent 


est  également  partout  une  quantité  finie. 

Si  l’on  multiplie  eu  outre  tes  équations  (1)  respective¬ 
ment  par  *mg>,  eos^cos^,  cos^sin^,  et  qu’on  les 
ajoute,  ou  obtient 

ff(nj)  BB 
Br*  '  'Bip 

exprimé  en  tannes  qui  restent  partout  finis.  On  trouve 
de  même  en  multipliant  les  équations  (t)  par  0,  — sinjÆ, 
-osjj  et  en  la*  additionnant 
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82(rÇ) _ 1__8B 

8r 2  sin  <p  dp 

exprimé  en  termes  partout  finis. 

Nous  avons  ainsi  trouvé  trois  combinaisons  qui  sont 
partout  finies.  En  éliminant  6 ,  on  voit  que  les  expres¬ 
sions  __ 

d2(rÿ) _ 8^_  d^rÇ) _ 1 _ 

dr 2  8<p8r  ôrz  si  n<pdp8r 

sont  partout  finies,  d’où  il  suit  que 


d(rrj)  8 $  8(rÇ) _ 1__<9£ 

dr  8<p  dr  sm<pd<p 

sont  des  fonctions  continues  qui  ne  changent  pas  en 
passant  d’un  des  côtés  de  la  surface  limite  de  la  sphère 
à  l’autre.  C’est  ce  que  j’exprimerai  par 


[<9(nj) 

J1 

dr 

8<p_ 

KO 

1  061 

8r 

sin^  d<p  m 

(3) 


Remarquons  en  outre  que  ces  mêmes  quantités,  étant 
des  fonctions  continues  et  partout  finies  en  dehors  de  la 
surface  limite ,  doivent  aussi  être  finies  sur  cette  sur¬ 
face.  Mais  il  en  résulte  que  rÿj  et  rÇ  doivent  être  con¬ 
tinus,  de  sorte  qu’en  conservant  la  même  notation  que 
ci-dessus,  on  aura 

Ïï\  =  0,  [C]  =  0.  (4) 

On  déduit  les  conditions  aux  limites  correspondant  à 
r  =  0etàr  =  ooen  remarquant  que  le  mouvement 
de  la  lumière  est  partout  fini,  par  conséquent  aussi  pour 
r  =  0,  et  qu’à  une  distance  infinie  de  la  sphère  on  ne 
trouve,  outre  la  lumière  incidente,  que  celle  qui  émane 
de  la  sphère,  mais  aucune  qui  se  dirige  vers  elle. 


! 

il 


"i 


4 


! 
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2 .  Développement  en  séries  de  fonctions  sphériques . 

La  lumière  qui  tombe  sur  la  sphère  est  supposée 
formée  d’ondes  planes  parallèles.  Celles-ci  peuvent  en 
général  renfermer  un  ensemble  de  vibrations  qui  diffèrent 
par  leur  amplitude,  leur  direction  dans  le  plan  des  ondes, 
leur  durée  et  leurs  phases;  mais  ce  cas  général  se  laisse 
facilement  déduire  du  cas  particulier  où  les  composantes 
du  mouvement  vibratoire,  que  nous  désignerons  par  f0, 
%,  C0,  sont  déterminées  hors  de  la  sphère  par 

?o  =  0,  7o  -  «<*-*■>',  C  =  0.  (5) 

La  forme  exponentielle  est  choisie  ici  comme  étant  la 
plus  simple;  les  vibrations  qui  ont  l’amplitude  1  se  font 
dans  la  direction  de  l’axe  des  y  et  se  propagent  dans 
la  direction  de  l’axe  des  x  avec  la  vitesse  constante 
j  =  Q,  la  longueur  d’onde  —  X  et  la  durée  =  T, 

Ayant  ainsi,  en  dehors  de  la  sphère,  séparé  la  lumière 
incidente  de  celle  qui  est  produite  par  le  changement 
de  vitesse  à  la  surface  de  cette  sphère,  nous  posons 

£  =  fo-|-  Çe ,  y]  =  2J0~j“  7]e  7  C  ===  CQ~\~  Ce  1  (b) 

tandis  que,  en  dedans  de  cette  surface,  nous  posons 

f  =  r,  9  =  7',  c  -  c',  (7) 

où  V,  îï,  X’  remplacent  aussi  les  quantités  correspondantes 
non  accentuées  en  dehors  de  la  sphère.  Si  l’on  désigne 
en  outre  le  rapport  des  deux  vitesses  J2,  par  N  (indice 
de  réfraction  de  la  sphère),  on  aura 

û  ==  m,  V *  =  NI ,  X  —  NX.  (8) 

Les  composantes  £,  C?  tant  en  dehors  qu’en  dedans 

de  la  surface  de  la  sphère ,  sont  liées  entre  elles  par 


*  NOTE  6. 
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*  NOTE  7. 


*  NOTE  8. 


l’équation  6  =  0,  qui  pour  m  constant  résulte  des  équa¬ 
tions  (1),  et  par  suite  elles  peuvent  être  regardées  comme 
dépendant  seulement  de  deux  grandeurs  Q  et  S  en  dehors 
de  la  sphère,  ou  Q'  et  S'  en  dedans  de  la  sphère.  On 
pourra  en  effet  poser 


~  ôv  dz  ’ 


rJe 


ÔA 
dz  ' 


dC_ 
'dx  ’ 


G  = 


ÔB 

dx 


BA 


M. 

'  dy 


dz 

c  —  y 


B 


x 


dQ  dQ 


dz 


dQ 

dx 


"x%+zS' 


(9) 


et  rj,  C  pourront  aussi  être  exprimés  d’une  manière 
analogue.  Les  équations  (1)  seront  alors  satisfaites  en 
supposant  que  l’on  ait 

-j-  VQ  =  O,  A^S  -j-  l2S  =  0*,  (19) 

AQ'+lnQ'=  °.  AS'+i*S’=o.  (îi) 

Il  est  bon  d’observer  que  les  deux  projections  radiales 


rfe  -j-  yije  -|-  %Ze 


peuvent,  à  l’aide  des  équations  (9),  être  transformées  en 


— r‘A2Q-j-r 


syQ) 

dr 2  " 


et 

—  t*AsS  -\-r 


d?(rS)  _ 
dr 2  — 


_±_±(  ■  dQ\ _ 

sinjz>  dtp  \Sm^  dtp  J  sin2çs  dtp2 

es\ _ 1__?S 

sinp  df  \Sm^  dtp  )  sin2^?  dtp1  ' 


On  voit  par  là  que,  lorsque  Q  et  S  sont  développées 
en  séries  de  fonctions  sphériques  Q»  et  S„,  à  savoir 


Q  =  2Qn,  S  —  2Sn, 
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les  projections  radiales  ci-dessus  mentionnées  seront  dé¬ 
terminées  respectivement  par 

(n  -f- 1)  Qn  et  In  (n  -(- 1)  Sn . 

On  obtient  un  résultat  analogue  pour  l’espace  en  dedans 
de  la  sphère. 

Les  composantes  £  y,  Ç  introduites  dans  le  chapitre 
précédent  peuvent  par  analogie  avec  (6),  pour  des  points 
en  dehors  de  la  sphère,  être  exprimées  par 

f  =  v  =  C  =  C+Csj 

ces  nouvelles  composantes  étant  déterminées  par 

£o  =  sinjpcos  te)‘,  %  =  cos  <p  cos  tp  te)!,  \ 

C„  =  —  sinjiet*4-'*)',  j(^) 

&  —  COS  <p£e  -|-Sin^COS^)y,î-|-sin^sin^r£'e,  1 

ÿe  =  — sin^&+cos^cos^jÿ<-]-cos^sin^&,  \  (14) 

Ce  =  —  sin^-f-cos^C,.  > 

Si  maintenant,  pour  abréger,  on  introduit  dans  ce 
qui  suit  les  notations 

Ir  =  a,  l'r  =  a',  IQ  =  K,  l'Q'  =  K'  *  (15) 

et,  B  étant  le  rayon  de  la  sphère  donnée, 

IB  =  a,  l'B  —  a',  (16) 

on  obtiendra  par  les  équations  (9)  et  à  l’aide  des  équa¬ 
tions  (10)  les  valeurs  suivantes 


e\aK) 

~  <9a2 


-aK, 


-  =  l&jaK)  , _ 1 _Ô_S 

■  a  d<pda  1  sin  f  ôt/i  ’ 

7  _  1  à\aK)  8S 

e  asinço  ô(j)ôa  dy>  ’ 


(17) 


*  NOTE  9. 


de  même  qu’on  trouve  pour  un  point  intérieur  les  valeurs 
correspondantes 


-  _  1  ffja'K') _ l_d& 

y  a'  dfbal  ^"sin^j  bp' 


c 


1  d"-(g'K')  ÔS' 

a’sin<o  bip  Sa'  d<p 


(18) 


Il  s’agit  maintenant  de  développer  ces  compo¬ 
santes  en  séries  de  fonctions  sphériques.  En  général, 
lorsqu’une  fonction  f(x)  peut  être  ainsi  développée,  le 
développement  est,  comme  on  sait,  de  la  forme 


m 


00 

I 


la  somme  étant  prise  pour  toutes  les  valeurs  de  n  de¬ 
puis  n  =  0  jusqu’à  n  =  oo,  et 


1-8  ...(2m-1) 
1-2. 


n(n-l)  5 
1) 


+ 


n  (w-1)(m-2)  (n  -3) 
^•4(2n-l)“(2n-.3) 


Si,  à  présent,  nous  cherchons  à  développer  les  va¬ 
leurs  que  les  équations  (13)  donnent  pour  £0 ,  rj0,  C0,  en 
y  posant  Ix  =  acos<p ,  nous  aurons,  d’après  ce  qui 
précède, 


«  cos  <pi 


»+i 


3„(C0Sy>)p-‘ 


” P„(u)du . 


L’intégrale  définie  que  renferme  cette  équation  peut  s’ex¬ 
primer  par  la  fonction  de  Bessel  Jn+i(a),  ou,  ce  que  je 
préfère  ici,  par  une  autre  fonction  v„(a)  qui  ne  diffère 
de  celle  de  Bessel  que  par  un  facteur,  la  valeur  en  étant 


On  pourra  alors,  d'après  la  théorie  des  fondions  de 
Bessel,  exprimer  /'»(«)  par 

(*n  44 

Cette  intégrait*  devient  par  une  intégration  par  parties 
n  fois  répétée 


2"  M«!/''V' 


••  <{”(  1  —n*)* 


"  '  du, 
du* 


valeur  qui,  à  l'aide  d’une  autre  expression  connue  de  P„ 
à  savoir 

P«{u) 


(  l)”  (/"(  1  u‘y 

2" u  !  du" 


peut  aussi  être  mise  sous  la  forme 

r„(«)  "/-fr  tt-PH(u)du.  (lit) 

-  *!  | 

De  celte  manière*  on  obtient 

*  *? ,  fi  }T 

e~  ‘"‘«•r1  3,  (J-W  i  1)  /’«(<•<  !Sÿ*)r  *  V„(«).  (20) 


On  renmrt|uem  ipu*  la  fonction  r„ («)  satisfait  à 
l’équation  différentielle 


(»{»  I  1)  ,  \  „  (llS 

du*  ‘  \  n *  . 


(21) 


et  que,  développée  suivant  les  puissances  de  «,  elle  donne 
la  série 


«B+l  / .  ri"  u4  _ 

“  1  .a . . .  pin  +■  1  ) l 1  2 (2 u  1  :()  1  *2 . 4(2 n  j  51) (2 n +5)  ’ ' 

Un  autre  développement  en  série,  connu  par  la 
théorie  des  fondions  de  Bessel ,  et  où  le  nombre  des 
termes  est  fini,  est  le  suivant  *  ;  " 


416 


Vn{a)  =  gn(a)  sin  -f-  hn  (a)  cos  , 

r,(r,\  1  (w-1)«(«+1)(w+2)  |  (M-3)(n-2)...(M+4)_  I  „ 

w  —  1  çTÏÔ*  2-4-6-8«4  K  } 

h  (r,\  n(n+ï)  (»-2)(»-l)...(n+3)  . 

*w  —  2  a  2  •  4  •  6  a8  "1"‘"  J 

Si  l’on  désigne  en  outre  par  ivn(a)  une  autre  inté¬ 
grale  particulière  de  l’équation  (21),  et  si  l’on  définit  cette 
intégrale  par  le  développement  en  série 

{ /y^  _  1  *3 ... (2n  1)  / _ a _ . _ et _ .  \ 

'w  an  V  "1" 2(2w-l)^2.4(2^-l)(2^-~3)"1"  v  j 

cette  fonction  ne  différera  également  d’une  fonction  de  Bessel 
J-n-t(a)  que  par  un  facteur,  et,  avec  les  développements 
de  gn  et  de  hn  donnés  plus  haut,  elle  pourra  aussi  être 
exprimée  par 

Wn {a)  =  gn(à) cos ^ ci  —  ^ j  —  hn (a)  sin  ^  a — j .  (25) 

Les  valeurs  données  dans  les  équations  (13)  peu¬ 
vent  maintenant,  à  l’aide  de  la  série  (20),  être  déter¬ 
minées  comme  il  suit.  On  retire  de  cette  série  le  pre¬ 
mier  terme  correspondant  à  n  =  0  et  l’on  pose 

pl(o nsm\  _ 1 _ 


P„(  COSp)  =  - 
ce  qui  donne 

oo 

M==  sina  1  V-' 
a 


n(n- f- 1)  sin  js  dp  dtp 


2»+l  1 _ 

n(n- j- 1)  sinp  dtp 


dPn{cos<p) 


' vn(a ) . 


En  introduisant  pour  abréger  les  notations 


K  =  — 
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la  multiplication  de  l’équation  par  cos^é^sin  <pd<p  ou  par 
—  sin^e^'sin  <p  d<p  l’intégration  des  deux  équations  ainsi 
obtenues  do  =  0  h  p  =  <p  donneront 

X  = _ ( — sinacos^~icosa-|-^“acos^)^% 

cc  si  n 

S  =  __  ( — sin  a  cos  m  —  *  cos  a4-«  “ cos  ?')  ekti 

0  a siny?  x  7  ’ 

d’où  l’on  tire  finalement 


(27) 


<?w , 

ôa*  ' 


aHC0  —  sinpcos^e(i'!-“oosi2’)1'  =  fo, 


1  ô\aK0) _ L_^o  = 

a  dtpda,  '  sin  50  dp 
1  ^(aKJ  _dS»  = 
a  sinç?  dipdco  dtp 


eos^cos  péM~a<:oaW  ==  rh. 


—  sin^(3(l(-“C0SW  =  ^ 


(28) 


Ces  valeurs  des  composantes  correspondent 

à  celles  qui  sont  données  dans  (17)  pour  les  composantes 
$e,  fjt.  Ce,  -KT0  et  S0  remplaçant  K  et  S  dans  les  équa¬ 
tions  (17).  Nous  avons,  dans  (26),  les  développements 
de  Ka  et  Sa  en  séries  de  fonctions  sphériques,  et,  comme 
il  est  facile  de  s’en  assurer,  ils  doivent  satisfaire  aux 
mêmes  équations  différentielles  que  K  et  S,  à  savoir, 
d’après  (10)  ,  =  0,  d2S0-\-PS0  =  0.  Les 

développements  de  K  et  de  5  en  séries  de  fonctions 
sphériques  doivent  donc  être  analogues  à  ceux  de  (26), 
l’intégrale  particulière  v„(a)  de  l’équation  (21)  étant  rem¬ 
placée  ici  par  l’intégrale  générale  exprimée  linéairement 
en  v„(a)  et  'ivn{a).  On  obtient  ainsi,  avec  les  constantes 
encore  indéterminées  k„,  x„,  s„,  an  *,  *  note 


_ _ ,-cos^  d 

_  sin^  d 


,  r  72n- f-  1  ^  Jkt__  ~)in 

~  Miï+T) P  ( hnVn{a) + ’ 


_  7  2  n 

a  dtp  ,,  n(n- j-1) 


-XTi Pn  e^‘  2  )'(Sn^(a)  +  <rnwn(a)) , 


(29) 
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et  d’une  manière  analogue  pour- un  point  intérieur 


a'  dcp^Lj  «(«  +  1) 

S'  =  _  ^  /  V Pn  e(u-fy  (s'nvn(a')  +  Ma'))- 
a!  n(n-\- 1) 


(30) 


Pn  (cos  p)  est  réduit  ici  à  Pn. 

Si  nous  prenons  d’abord  la  condition  limite  corres¬ 
pondant  à  af  =  0,  on  voit  par  (24)  que  ion(a!)  devient 
infini  pour  a1  =  0  et  w>0,  et,  par  conséquent,  qu’il 
faut,  pour  que  les  valeurs  de  K '  et  Sf  soient  finies,  que 


Xn 


0, 


Cn 


=  0. 


A  a  =  oo  correspondent,  d’après  (23)  et  (25),  vn(a) 

—  sin  ^ j,  wn(a)  =  cos  A  une  distance 

infinie  de  la  sphère,  on  doit  donc  avoir 

^Qcnvn(a)-\-XnWn(a))Slt  2^=  (^.kni-^Xn)eit,a  n7Z)t-\-(kni-{-Xt)èU  a)\ 


On  voit  par  là  qu’à  cette  distance  le  mouvement 
de  la  lumière  se  manifeste  en  général  sous  forme  de 
fonctions  périodiques  de  kt-\-a  et  de  kt  —  a,  correspon¬ 
dant  à  deux  mouvements  opposés,  l’un  dirigé  vers  le 
centre  de  la  sphère,  l’autre  partant  du  centre.  Comme 
ce  dernier  mouvement,  d’après  les  conditions  que  nous 
avons  supposées,  est  le  seul  qui  existe  réellement,  on 
doit  avoir 


-kni-^xn  =  0,  comme  aussi  —  $»*  +  <*»  =  0. 
Les  séries  (29)  et  (30)  se  réduisent  ainsi  à 
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Enfin  nous  avons  aussi  les  conditions  aux  limites 
exposées  dans  (3)  et  (4),  qui  peuvent  être  exprimées  par 

J  =  ?>  c  =  c7, 

d{aij)  dj_  =  â(aÿ)  d? 

da  dp  da'  dp  ’ 

d_(aÇ) _ l_d£  =  dÿtQ _ l_d? 

da  sin  p  dp  da'  sin  <p  dp  ’ 

En  y  substituant  les  valeurs  de  £,  yj,  £  données  par  les 
équations  (12),  (17)  et  (28)  et  celles  de  -tj',  Ç  données 
par  (18),  ces  conditions  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

a(K0+K)  -  a'Z',  S.+  S  «  ff,  ] 

1  5.g(£0+iQ  1  5(g'i£')  fl,q(go4-g)  5(q'ff)[  , 

a  5a  a'  5a'  ’  5a  5a'  J a 


a'.r32)* 


*  NOTE  12. 


On  y  développe  ensuite  if0,  £>0,  if,  S,  JS7,  S'  suivant 
les  séries  (26)  et  (31),  et  on  obtient  ainsi  quatre  équa¬ 
tions  entre  les  coefficients.  En  désignant,  pour  abréger,  les 


fonctions  dérivées 


dvn(a ) 

-JcT  7 


dwn(a) 


dvn(d) 

da! 


par 


v»{a), 


Wn{a) ,  rii(a')?  ces  équations  deviennent 
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N(v'n(&)  ”f'^n(îJn(tt)  ~\~Wn(&)  &))  ' — ■  Vn(tX  )  ) 

-^(®n(a)  +  S»(®n(a)+W»(fi!)*))  =  Sn^»(«0» 

»n(a) +&n  (t>n(6<)  +  w»(«)  «')  =  k'nv„{a!) , 

Vn(oi)  — [~  £«  (^n  (tt)  ~|~  Wn{cL)  i)  =  Sn^n(&)i 

par  lesquelles  les  coefficients  peuvent  être  déterminés. 
En  y  faisant  une  petite  réduction  à  l’aide  de  l’équation 

•note  13.  ‘  w„(a)v'n(a)  —  w'n(a)vn(a)  =1,* 

on  obtient  les  valeurs  suivantes 


.  (vn(a) —  u>„(a)  i)  v'„(a')  —N  (v’n(a)  —  w'n(a)  i )  vn(a!) 

{vn{a)+wn{a)ï)v’n{a!)— N{v’n{a)-\-w'n{a)i)vn{a!)  ’ 

.  N (vn(a)  —wn{a)i)  Vn(a')—{Vn(a)  —w'n(u) i)  v„(a') 

N («»(«)+ w„(a) i)  <(a') — (K(a)+îOn(«)  *)  ®»(a')  ’  , 


(««(al  +  M»(a)*>'#(a')- N(v’n(a)-\-w'n(a)i)v„(a')  ’ 

m-  (34) 


iY(^«  {a) -f w»  (a)  0  t?î»  (a') — (t?«  (a)  +  w'n  (a)  i)  vn(o!)  * 


Le  problème  est  par  là  résolu,  en  tant  que  les  com¬ 
posantes  du  mouvement  vibratoire  sont  partout  dans 
l’espace  déterminées  par  des  séries  infinies  avec  des 
coefficients  connus.  On  verra  que  les  séries,  sous  cette 
forme,  se  prêtent  bien  au  calcul,  si  «,  qui  correspond 
au  contour  de  la  sphère  mesuré  avec  la  longueur  d’onde 
est  un  petit  nombre,  ou  si  le  point  considéré  est 
situé  près  du  centre,  tandis  que  si  a  est  un  très  grand 
nombre,  ce  qui  est  pour  ainsi  dire  le  cas  avec  toutes  les 
sphères  visibles  à  l’œil  nu,  il  sera  en  général  nécessaire 
de  transformer  les  séries  de  manière  que  les  sommations 
puissent  se  faire  avec  une  approximation  suffisante.  Je 
vais  maintenant  exposer  d’abord  les  formules  de  somma¬ 
tion  que  j’aurai  l’occasion  d’employer. 
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3.  Formules  de  somuicttion* 

On  trouvera  dans  le  chapitre  suivant  des  sommes 
qui  peuvent  être  rapportées  à  la  forme 

r\  o 

2AneV 

«i 

où  n  passe  par  toutes  les  valeurs  entières  comprises 
entre  n ,  et  nt. 

Les  doux  fonctions  An  et  Fn  sont  telles  que,  si  l’on 
y  fait  n  «=  v-\-z,  ces  deux  nouvelles  variables  étant 
également  considérées  comme  des  nombres  entiers,  on 
obtient  les  séries  suivantes,  qui  sont  convergentes  dans 
les  limites  données: 

=  +  Fn- Fa  -f-  Os . |- //f  j  l]s  j  ... 

Les  termes  sont  ici  rangés  suivant  les  puissances  crois¬ 
santes  de  z  et  les  puissances  décroissantes  de  la  gran¬ 
deur  a.  ■  Celle-ci  est  regardée  comme  un  nombre  très 
grand ,  mais  non  infiniment  grand,  et,  dans  ce  qui  suit, 
toutes  les  grandeurs  seront  rangées  suivant  les  puis¬ 
sances  de  a,  de  manière  que  celle  qui  renferme  une* 
puissance  supérieure  de  a  sera  considérée  comme  une 
grandeur  d’un  ordre  supérieur.  Les  coefficients  A,  H, 

. . . ,  F,  O,  ...  sont  ici  au  plus  des  grandeurs  du  mémo 
ordre  que  l’unité  (a°).  Le  calcul  aura  en  vue  de  pré¬ 
senter  les  résultats  avec  une  exactitude  telle  que  les 
grandeurs  d’un  ordre  inférieur  à  l'unité  seront  seules 
regardées  comme  assez  petites  pour  pouvoir  être  négligée». 

Le  nombre  des  termes  de  la  série  (85)  est  lui-même 
très  grand  et  du  même  ordre  que  «.  Les  limites  »,  et 
»,  sont  indéterminées  et  jusqu’à  un  certain  degré  arbi- 

27* 


(:«'*) 


*  NOTE  14. 


423 

traires,  dépendant  seulement,  d’une  part,  des  conditions 
de  convergence  des  séries  (36)  et,  de  l’autre,  de  la  con¬ 
dition  que  n  —  nx  doit  être  un  nombre  très  grand,  (les 
grandeurs  indéterminées  et  arbitraires  que  j’introduis  ici, 
et  pour  lesquelles  je  me  servirai  dans  ce  qui  suit  de  la 
désignation  commune  a>,  sont  définies  par  ce  caractère 
qu’une  fonction  d’une  pareille  grandeur  marque  la  limite 
vers  laquelle  converge  la  valeur  moyenne  de  la  même 
fonction  d’une  grandeur  déterminée  x,  lorsqu’on  fait 
passer  x  par  une  série  de  plus  en  plus  grande  de  valeurs 
dans  les  limites  tracées  pour  w. 

Ainsi,  si  nous  partons  des  intégrales  connues 

Ç-*xJ*-ldx=  (37),  ^exix^~ldx  =  r{fi)eT\  (38) 

dont  la  première  s’applique  à  toutes  les  valeurs  positives 
de  ju,  et  la  seconde  seulement  aux  valeurs  positives  plus 
petites  que  1,  on  voit  que  pour  1  on  doit  aussi  avoir 

SOJ  fl  7T.  ' 

ePxfJ—idx  =  r(fi)  e  2 11  (39) 

0 

puisque 

S  (JJ  (*°° 

exixv—i dx  =  yxix^~{dx — \exi dx ,  * 

où  la  dernière  intégrale  peut  être  développée  par  intégra¬ 
tion  partielle  en  une  série  semi-convergente  dont  la  valeur 
moyenne,  correspondant  à  différentes  valeurs  de  œ,  con¬ 
verge  vers  0,  lorsque  la  valeur  moyenne  est  prise  de  la 
manière  indiquée  plus  haut,  dans  des  limites  de  plus  en 
plus  larges.  Si  en  outre  jx  est  plus  grand  que  1  dans  l’inté¬ 
grale  (39),  cet  exposant  peut  par  intégration  partielle  devenir 
plus  petit  que  1,  et  la  valeur  moyenne  des  termes  pério¬ 
diques  en  dehors  de  l’intégrale  convergera  également  vers  0. 
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Par  conséquent,  l’équation  (39),  avec  la  portée  donnée  à 
la  limite  supérieure  de  eu,  s’applique  à  toutes  les  valeurs 
positives  de  fu 

Gomme  autre  exemple,  qui  trouvera  une  application 
dans  ce  qui  suit,  nous  pouvons  prendre  la  somme  (35) 
réduite  à  sa  forme  la  plus  simple 


"2 

gcin^i _ ç,a  (%-|-l  )t 


1  —  eai 


*  NOTE  15. 


Le  second  membre  doit  également  disparaître  ici,  si  a 
n’est  pas  nul  ni  un  multiple  de  2tt,  car  alors  la  somme 
devient  n2 — ^-f- 1 ,  qui  est  bien  indéterminée,  mais  en 
tout  cas  ne  peut  devenir  nulle.  De  plus,  si  a  est  très 
petit  ou  très  voisin  d’un  multiple  de  2ît,  on  ne  saurait 
non  plus  regarder  la  somme  comme  nulle,  car  le  nombre 
des  termes  est  bien  supposé  très  grand,  mais  non  infini¬ 
ment  grand. 

Si  la  somme  est  nulle,  elle  continuera  aussi  à  l’être 
si  on  la  différente  un  nombre  arbitraire  de  fois  par- 
rapport  à  a.  On  aura  donc  plus  généralement 


«2 

2nmecmi  =  0*,  (40)  *  NOTE  16. 

% 

si  m  est  un  nombre  entier  ou  nul  et  si  a  n’est  pas  nul 
ni  très  voisin  de  0  ou  d’un  multiple  de  2^. 

Si  nous  considérons  maintenant  la  somme  donnée 
par  les  développements  (35)  et  (36),  on  voit  qu’elle  peut 
être  transformée  en  une  série  convergente  avec  des 
termes  qui,  en  laissant  de  côté  les  facteurs  constants, 
ont  la  forme 

7l%— V 

ZzmeGzi. 

fly-V 


m 


Par  conséquent,  si  Ton  ne  peut  avoir 


G  =  OipTC, 


(41) 


pour*  p  =  0  ou  un  nombre  entier,  et  que  G — ne 
soit  pas  non  plus  très  voisin  de  0,  la  somme  (35)  dispa¬ 
raîtra  en  entier. 

Est-on,  au  contraire,  à  même  de  trouver  une  valeur 
de  v  qui  permette  de  satisfaire  à  la  condition  ci-dessus 
(41),  Gz  peut  alors  être  omis  dans  l’exposant,  et  la 
sommation  être  remplacée  sans  erreur  sensible  par  une 
intégration.  La  somme  (35)  pourra  donc  prendre  la 
forme 


lw2—  y 


dz[A+B- 


(42) 


où  nous  nous  bornerons  à  supposer  v  compris  entre  >/, 
et  n,  de  manière  à  faire  rentrer  v— »,  et  nt~v  dans  le 
genre  de  grandeurs  indéterminées  défini  plus  haut.  Si, 
dans  cette  intégrale,  on  change  le  signe  de  z  pour  2<0, 
et  qu’on  pose  ensuite  Hz 2  =  ax,  les  limites  de  x,  H 
n’étant  ni  nul  ni  très  petit,  rentreront  dans  les  grandeurs 
comprises  sous  la  désignation  commune  co,  et,  par  le 
développement  en  série,  l’intégrale  prendra  la  forme. 


Hx^H+-'- 


Alxi  ,  \ 

-gr+  ...jéFa+^ 

Alxi  .  \ 


Comme  on  a  T(J-)  =  Vit,  ces  intégrales,  én  vertu  de  (39), 
deviendront  finalement 
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.  \  /  asc  Ua  4-  ■?)*’ 

AV  ~ffeK  ’ 


(4:i) 


les  termes  du  même  ordre  que  «”*  et  d’un  ordre  inférieur 
étant  négligés.  Ce  résultat  est  également  valable  poul¬ 
ies  valeurs  négatives  de  H  si  l’on  a  soin  de  poser 


_1_ 

V^f 


Il  cesse  de  l’être  pour 

H  =  0. 


Dans  ce  cas,  nous  pouvons,  pour  le  généraliser  bavardage, 
supposer  que  O  —  âj on  est  une  grandeur  1res  petite; 
alors  la  sommation  pourra  aussi  être  remplacée  par  une 
intégration,  et,  au  lieu  de  (42),  on  obtiendra  l'intégrale 
suivante 


\<h,(A+B±  +  0*+...), 


/  I® 

(Fa  +  io  +  J  È»\  £ 


t4  *S 

ii  !  "  S*  .  I 
té 


4 


(«) 


Ghangcons-y  également  le  signe  de  z  pour  £ .  O,  et  po¬ 
sons  ensuite  -J- jfe'  =  a*x*,  le  double  signe  étant  déter-  *  notk 
miné  de  manière  que  -±-2  soit  positif.  Ku  introduisant, 
pour  abréger,  les  notations 

G- — SLpn  *=■»  -  -a\/fj, ,  (il») 

Q  =  W-  ï  cos  (— s  xl  I  r)  rtx  (47) 

et  Jo 

A  -  AJ,  B  =  B  J,  C  —  CJ,  K  —  KJ  et  L  LJ,  (4K) 

on  pourra  sans  difficulté  donner  à  l'integrale  (45)  ta 
forme 
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*  NOTE  18. 


1  2  fiFai 


(*i)*4Q + (ai)1*  i{A  'ÿ+AJ{l  ÿ) 

n  d  Q  /  A  T  |  -n  77- \  1  A  JZ2  d«Q 


(49) 


les  termes  de  l’ordre  de  a~i  et  au-dessous  étant  négligés. 
Dans  le  cas  où  s  =  0,  on  obtient  à  l’aide  de  (39) 

ri iUs*-0--3^  r(-\cos-———  --^Q* 

I(s)  6~V~  6  dé'  J[3j  6~ds~  2  dé  ' 


0 


d*Q 

dé 


d°Q 

dé 


æQ 

dé'' 


ou 


Ui)  =  2,67894  . . .  ,  r(î)  =  1,85412 
ou  avec  les  logarithmes  vulgaires 
■  log  ni)  =  0)4279627  . . .  ,  log  ni)  =  0,1816565  .... 
L’expression  (49)  prend  alors  la  forme 

±  *Fai  [(«nfAUi)  +  (al)*  U!)l  •  (50) 

L’intégrale  Q  (47)  a,  sous  une  forme  un  peu  diffé¬ 
rente,  été  calculée  numériquement  par  M.  Airy  *,  qui 
pour  l’intégrale 

eos (<we — jmo)  =  W 
a  donné  le  tableau  suivant: 


U- 

W 

/J- 

W 

-5 

0, 00041 

0 

0,66627 

-4 

0,00298 

1 

1,00041 

-3 

0,01730 

2 

0,56490 

0,07908 

3 

—0,56822 

-1 

0,27283 

4 

—0,47446 

5 

0,68182 

*  On  the  intensity  of  Light  in  the  neigbourhood  of  a  Caustic. 
Trans.  of  the  Gambr.  phil.  Soc.,  t.  VI,  p.  879;  t.  VIII,  p.595. 
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A  l’aide  de  ce  tableau,  on  peut  aussi  calculer  Q. 
car  on  a 


(f)V.  «  -  ♦(ï)*"'- 


En  partant  de  //  =  O,  du  côté  négatif,  W  va  tou¬ 
jours  en  décroissant  jusqu’à  0:  du  côté  positif,  W  va 
d’abord  en  croissant,  atteint  un  maximum  pour  p  =  1,08 
et,  par  un  mouvement  périodique  autour  de  zéro,  se 
rapproche  ensuite  de  cette  dernière  valeur.  Le  premier 
et  le  plus  grand  maximum  de  W  est  1,504  fois  plus  grand 
que  la  valeur  de  W  pour  m  —  0. 

M.  Stokes*  a  étendu  le  calcul  de  M.  Airy  jusqu’aux 

50  premières  racines  de  l’équation  W  —  0  et  jusqu’aux 
dW 

10  premières  de  =  0.  C’est  ainsi  qu’à  W  ==•  0 
correspond  la  série 

H  =  2,4965;  4,3081  ;  5,8922  ;  7,2486;  8,4788  ... 
dans  laquelle  la  racine  d’ordre  </,  pour  des  valeurs 
croissantes  dey? ,  converge  vers  3(<y — j)n  On  a  égale¬ 
ment  pour  —  0  la  série 


Il  =  1,0846;  3,4009;  5,1440;  0,5782;  7,8085  ... 

où  la  racine  d’ordre  q  converge  vers  3 (7— 2)». 

Les  différents  coefficients  différentiels  de  Q  par  rap¬ 
port  à  e  qui  entrent  dans  l’expression  (40)  pourront 
tous  être  facilement  exprimés  par  Q  et  car  on  a 

cFQ  e 

dé  ""  ' 


Q,* 


d’où  peuvent  se  déduire  les  coefficients  différentiels  supé¬ 
rieurs,  par  exemple 


d*Q 
dé ‘ 


9 


\Q 


2  dQ 

3  de  ’ 


etc. 


*  Trans.  of  the  Gambr.  phil.  Soc.,  t.  IX,  p.  166. 


NOTE  la. 
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Les  nmxiuia  et  niinima  de  ^  correspondent  par 
conséquent  à  Q  =  O,  d’où  il  suit  que  le  premier 
maximum  a  lieu  pour  //  »»  2,-uif>f>  . . .  Le  module  {nu 
l’amplitude)  de  l’expression  (41))  varie  avec  les  valeurs 
croissantes  do  s  d’une  manière  analogue  à  l'intégrale  W, 
si  l’on  tient  se  contenter  de  prendre  en  considération  le 
premier  tenue,  qui  est  de  l’ordre  le  plus  élevé;  mais  si 
les  termes  suivants  ne  sont  pas  négligeables,  le  module 
renfermera  aussi  bien  Q  que  ^ ,  d’où  il  résulte  que  les 
unixima  seront  déplacés  et  que  le  module  ne  pourra, 
en  général,  devenir  nul  dans  ses  variations  périodiques. 
La  périodicité  deviendra  ainsi  moins  apparente. 

En  comparant  entre  elles  les  deux  expressions  (t:t) 
et  (49)  de  l’intégrale  (42),  on  voit  (pie  la  première  est 
du  môme  ordre  que  «à  et  la  seconde  du  même  ordre  que 
ai  On  peut  se  rendre  compte  du  la  manière  dont  se  l'ait 
le  passage  de  l’une  à  l’autre  en  se  représentant  que  // 
décroît  jusqu’il  devenir  une  grandeur  très  petite,  en  même 
temps  que  Q  —  tjm  continue  à  être  nul.  Il  sera  alors 
loisible  de  poser,  dans  l'intégrale  (42),  s  .  ;  à  et  de 

déterminer  â  de  façon  que  le  coefficient  de  dans  l’ex¬ 
posant  devienne  nul.  Nous  arrivons  ainsi  a  la  forme  (  15) 

m 

où  O—S/w  devient  égal  à  ~  ©t  par  conséquent 
3  e  il*  |/  . 

On  voit  par  là  que,  dans  c©  passage1  de  l'intégrale  (42) 
à  l’intégrale  (45),  *  restera  nécessairement  punitif.  Le 
passage  de  (48)  à  (49)  se  fait  donc  par  cette  variation 
périodique  décrite  plus  haut,  les  valeurs  de  ft  ou  de  g 
variant  en  décroissant  positivement,  variation  daim  laquelle 
le  dernier  et  le  plus  grand  maximum  est  atteint  avant 
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que  e  devienne  nul,  tandis  qu’à  partir  de  là  le  module 
décroît  rapidement  jusqu’à  0,  en  même  temps  que  e,  en 
passant  par  0,  prend  des  valeurs  négatives  de  plus  en 
plus  grandes. 

Nous  rencontrerons  enfin  dans  le  chapitre  suivant 
des  sommes  qui  se  laissent  transformer  en  une  intégrale 
de  la  forme 


Qz( 
t)o  V 


A-  +  B-a 

a  a 


+ 


Fa  - 


r1  \ 


(51) 


Si  l’on  y  pose  G^=^  ax  et  que  G  ne  soit  ni  nul  ni  très 
petit,  la  limite  supérieure  de  x  rentrera  dans  les  gran¬ 
deurs  que  nous  avons  désignées  plus  haut  par  et  on  *  note  20. 
négligeant  les  termes  d’un  ordre  inférieur  à  l’uni  lé,  le 
résultat  de  l’intégration  sera 


A 

<2G 


lFa+ f> 


(52) 


Mais  si  G  est  très  petit,  on  pose  Hz*  ~  aV,  la  limite 
supérieure  de  x  étant  désignée  comme  auparavant  par 
a>*,  et  on  pose  pour  abréger  •  N0TE  21 

G  =  -te)/?,  (53) 

le  signe  supérieur  correspondant  à  G  positif  et  le  signe 
inférieur  à  G  négatif.  L’intégrale  devient  par  suite 

^dx  ({aB)K4+Bx+^x*yra±**+^  (54) 

Pour  e  =  0,  l’intégration  donne 


(55) 
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tandis  que  l’intégrale  générale  (54)  peut  s’exprimer  par 

F^),  OT 

en  posant  q  _  JL  *<±  «*+*><.  (57) 

De  cette  dernière  intégrale  on  tire  par  différentiation 
relativement  à  £  et  par  intégration  par  parties 


dQ  _pl 

de  '2 

fi  q 

'  (58) 

d’où  résulte  encore 

g-±(WM 

-ï+£)e- 

(59) 

En  substituant  ces  valeurs  dans  (56),  cette  expres¬ 
sion  de  l’intégrale  cherchée  sera  déterminée  par  des 
grandeurs  connues  et  par  l’intégrale  Q. 

Cette  dernière  intégrale  a  souvent  été  employée 
sous  différentes  formes,  notamment  pour  le  calcul  des 
phénomènes  de  diffraction,  par  exemple  par  Fresnel, 
Cauchy,  Knochenhauer ,  Quet,  etc.  M.  Ph.  Gilbert*  a 
calculé  une  table  étendue  pour  les  deux  fonctions  N  et 
Jf,  déterminées  par 

V ï 9X ê<£r+*2)i  -  X+Mi,  a  =  ÿïïp  , 

et  comprenant  toutes  les  valeurs  depuis  fi  —  0,oo  jus¬ 
qu’à  fi  =  30, 00. 

Par  conséquent,  lorsqu’on  prend  le  signe  supérieur 
dans  l’intégrale  Q,  elle  peut  être  calculée  directement  par 
cette  table.  Si  l’on  prend  le  signe  inférieur  et  qu’on  pose 

*  Recherches  anal,  sur  la  diffraction  de  la  lumière.  Mém.  cour. 

de  l’Acad.  de  Bruxelles,  t  XXXI,  p.  1.  1862-63. 
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*  7T  Jo 

ura 

f-fJQf  =\/|^("+X2)<=  ^(cos^  +  ssin7^) 
ïssion  qui  permet  de  déterminer  Nx  et  il/x  par 
^  —  1/2  cos  £=£* — JV,  Ml  =  1/2  sin  -  If. 


Les  deux  grandeurs  N  et  M  décroissent  rapidement  et 
>  manière  continue  pour  des  valeurs  croissantes  de  s, 
il  suit  que  Nt  et  M1  sonnt  des  foctions  périodiques, 
me,  d’après  (58),  on  a  signe  avec  le  inférieur 


_  1  e  dM, 

de  ~  2  *’  de 


£ 

1 


résulte  que 


dN, 


(IM, 

de 


h 

1/2^* 


On  voit  par  là  que  le  maximum  et  lo  minimum  do 
•M\  correspondent  à  jV,=  0,  qui  lui-môme,  pour  de 
des  valeurs  de  e,  correspondra  approximativement  à 

■ _  g3 

—  o,  et  par  conséquent  à  ea  =  (4p— l)r  ou  à 


W-  » 

i  étant  un  nombre 

entier. 

D’après  M.  Gilbert, 

,  on  a 

■Ifî —2,7407, 

1,2172, 

(Vî- 

=  1,2247), 

J  or 

max. 

1,6602, 

1,8725, 

{]/ j  =  1,8708), 

1er 

min.. 

2,8985, 

fl  n» 

2,3446, 

(Vj  —  2,3462), 

max., 

1,0804, 

ll  ** 

2,7390, 

(V?- 

=  2,788o), 

G)o 

min. 
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A  n  =  0  correspond  =  4,  et  à  p  =  oo,  jVJ  +  Jkfî 


Si,  dans  (56),  nous  ne  tenons  compte  que  du  terme 
de  l’ordre  le  plus  élevé  (a*),  il  résulte  de  ce  qui  précède 
que  le  module  de  cette  expression  croîtra  de  0,  pour 

G  =  +oo,  jusqu’à  ~  \/-g  ’  P°ur  G  =  0,  qu’il  conti¬ 


nuera  à  croître  pour  des  valeurs  décroissantes  de  G 
*  note  22.  jusqu’à*  2,3412  ,  pour  G  =*  —  1,2172  et 

que,  par  des  variations  périodiques  décroissantes,  .il  at¬ 
teindra  enfin  le  double  de  la  valeur  correspondant  à  G  =  0. 


4.  Cas  de  a  très  grand .  Mouvement  sur  V axe  principal . 

De  même  que  dans  le  chapitre  précédent,  a  est  con¬ 
sidéré  ici  comme  un  nombre  très  grand,  et  nous  cher¬ 
cherons  à  déterminer  le  mouvement  de  la  lumière  en 
négligeant  seulement  les  grandeurs  d’un  ordre  inférieur 
à  l’unité. 

Nous  essaierons  d’abord  de  déterminer  ce  mouvement 
dans  le  voisinage  du  centre  de  la  sphère ,  en  regardant  a1 
qui  est  la  distance  du  point  considéré  au  centre,  mesurée 

avec  comme  unité  de  longueur,  comme  un  nombre  très 

Alt 

petit  par  rapport  à  a  et  à  a Sous  cette  condition,  vn(af), 
déterminé  par  la  série  (22),  deviendra  très  petit  si  n  se 
rapproche  de  a,  et  c’est  pourquoi  les  termes  de  la  série  (31), 
en  ce  qui  concerne  K1  et  Sf,  n’acquièrent  de  l’importance 
que  pour  les  valeurs  inférieures  de  n.  Dans  les  expres¬ 
sions  que  les  équations  (34)  donnent  pour  Tcn  et  srn,  on 
pourra  donc  aussi,  d’après  (23)  et  (25),  poser 

vn(a)  =  sin  — ^)  >  »«(«')  =  sin  («'-  ^), 
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On  obtient  ainsi 


$2w-(-l  — '  &2? 


N 


§2n  —  &2  n 


cos  ccf—j~  iN  sin  a! 
N 


^2n+1  0  iVcosa'+^sin  a! 

Les  séries  (31)  deviennent  alors 


(60) 


■i)" 


+  (Pn(cos9)  —  P„(— cos^))s;]  «„(«'; 


■s¥4^OT‘(““¥)‘[(ft(cosy)+P-(-oos,’,)s: 

1  +(/'„  (cos  p)—Pn(— œs<p))k'o]  Vn(a'' 


On  peut  sommer  ces  séries  à  l’aide  des  équations  (26)** note  2 
et  (27),  ce  qui  donne 


— i  eM  [(-  sin  «'cos  <p + sin  (a'cos  <p))  k[ + i  (-  cos  a'+  cos  (a'cos  <p))  s'- 

—  gTslnÿ  eU'  s‘n  a'cos  9 + sin  («'cos  <p))  s'  +  i  (~  cos  «'+  cos  (a'cos  <p))  h[  ' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (18)  et  en 
posant  pour  abréger 


Mi 


*’( — i  sin  {a!  cos  <p)  h[  4”  cos  (a!  cos  <p)  a')  —  Q, 


il  vient 

$’  =  sin  (p  cos  (pQ ,  rj  =  cos  ^  cos  f7  * 

On  en  déduits  les  composantes  par  rapport  aux 
axes  fixes 

?'=  0,  ÿ—  ç,  c'  —  0. 

En  remplaçant  Q  par  sa  valeur,  on  obtient  par  une 
petite  transformation 


7/  ==  (pit—aJ  cos  y)«  __0_~qQ  _  ^(fa+a'  cos  <p)i  0  o 

/  O  ^  û» 


(61) 
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Le  sens  physique  de  ce  résultat  ressort  plus  distinct  si 
on  développe  en  série  les  valeurs  (60)  de  k[  et  de 
après  avoir  exprimé  cos  a'  et  sin  a'  sous  une  forme  ex¬ 
ponentielle,  ce  qui  donne 


%N  VYiV-n 

N+  U+lJ 


m 

e{a— (2»i+i)a')*î 


2N  y7/!— N\ 
\1-Hv 


m 

e(a  —  {2) 


où  m  passe  par  la  série  des  nombres  entiers  depuis  0 
jusqu’à  co.  On  obtient  ainsi 


%n  \7{N—iy 

U+l/ 


g(Jci  —  a'cos  çp+a — (4m 


2JV  ST1 /N — l\2m+l 

■n+î2(^tv  e(kl+awa~ 


-(4m +3)  af)i 


(62) 


Le  mouvement  de  la  lumière  dans  le  voisinage  du 
centre  est  ainsi  représenté  par  une  somme  de  vibrations 
qui  sont  parallèles  à  celles  des  rayons  incidents,  et  ap¬ 
partiennent  à  deux  groupes  de  rayons  dont  l’un,  ayant 
la  même  direction  que  les  rayons  incidents,  est  réfléchi 
un  nombre  pair  de  fois  ou  pas  du  tout  par  la  surface 
interne  de  la  sphère,  pendant  que  l’autre  se  dirige  en 
sens  contraire  après  un  nombre  impair  de  réflexions. 
A  l’entrée  des  rayons  dans  la  sphère,  l’amplitude  est 
changée  dans  le  rapport  de  1-f  N  à  2  N  et,  après  chaque 
réflexion,  dans  celui  de  à  1 —N,  tandis  que  la 

phase  correspond  au  chemin  optique  parcouru,  résultats 
qui  s’accordent  avec  ceux  auxquels  on  arrive  par  la 
méthode  élémentaire,  lorsque  les  deux  surfaces  réfrin¬ 
gentes  sont  considérées  comme  planes  et  perpendiculaires 
aux  rayons  incidents. 

Si  le  point  considéré  n’est  pas  très  près  du  centre , 
il  faut  avoir  égard,  dans  les  séries,  aux  termes  qui 
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correspondent  à  de  très  grandes  valeurs  de  n.  C’est 
pourquoi  il  sera  d’abord  nécessaire  de  chercher  des 
développements  convenables  pour  les  fonctions  vn  et  wn- 
On  a  identiquement 


_  fÿ  _ 

«»  =  Vvl  +  wl  sinarctg  — ,  wn  =  Vvi  +  wl  cos  arc  tg  — , 

Wn  Wn 

ou  en  posant 


=  qn ,  arctg—  = 

Wn 

vn  =  VqnsmÀni  wn  =  l/^cos^.  (63) 
A  l’aide  de  l’équation 

WnVn—WnVn  =  1  , 

on  obtient  en  outre,  en  désignant  la  variable  par  «, 


dXn 

da 


1 


d’où  l’on  tire  par  intégration,  ln 


(64) 

—  correspondant 


nrt 


à  a  =  oo , 

J»  =  o— y  — — l)-  (05) 

Les  séries  fournies  par  (23)  et  (25)  pour  v«  et  wn 
donnent 


2»  =  1  + 


(w-1)  n{n+ 1)  (n+2) 
a* 


1- 3 

2- 4 


+  ...  (66)* 


Si  a  est  un  nombre  très  grand  de  l’ordre  de  a,  et  que 
toutes  les  grandeurs  de  l’ordre  de  «_1  ou  d’un  ordre  inférieur 
puissent  être  négligées  par  rapport  à  celles  du  même  ordre 
que  l’unité,  on  pourra,  par  la  sommation  de  la  série  (66), 
obtenir  l’expression  suivante  de  qn  pour  toutes  les  valeurs 
de  n  jusqu’à  une  certaine  limite  inférieure  à  a,  et  où  la 

28 


NOTE  24. 
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différence  <»  —  (»  +  *)  P^t  encore  être  rapportée  à 
l’ordre  de  a, 

_JL _  «->«4-*.*  (67) 

•NOTE  25. 

En  substituant  cette  expression  de  q„  dans  (65),  ou 
elle  doit  rester  valable  pour  tous  les  éléments  de  l’inté¬ 
grale,  on  trouve  par  l’intégration 

"±i.  (68) 


kn  =  — (w~i~  2) 


■*  -?  +  (»  +  i)arcsin- 


A  qn  et  à  kn  sera  ajoutée  plus  loin  la  variable,  qui, 
pour  abréger,  a  été  omise  ici. 

Tant  que  l’équation  (67)  est  applicable,  les  coeffi¬ 
cients  différentiels  d e  ■$.(«)  et  de  q„(a!)  par  rapport  à  a 
et  à  «'  peuvent  être  négligés  par  rapport  aux  grandeurs  de 
note  26.  l’ordre  de  a°  *,  comme  qn(a)  et  q«(a').  Si  nous  revenons 
maintenant  aux  équations  différentielles  (33)  et  (34)  et 
si  nous  introduisons  pour  abréger  les  notations 


NqK(a') — 2n(g)  _  ^ 
Nq„(a!)+q*{a) 

qn{a')+Nqn{aj 


ZNq0(a)q„(a')(Nqn{a!)--qn(a))™  _  h 

(Nqn(a')  +  qn(a)r+2  ^ 

%Nqa(a)qn(a!)(qn(a')-Nq«{a))m  _  „ 

ü&TVm*)r+i  ■ 


2  N  VqJ  a )  qja')  (Nq»(cl)  -  q»(a))m  g 

- <M@)+ p*  ’ 


2  NVqn{a)  qn{a!)  (q»(a!)-NqM)m  = 

(2»(«0  +JV2»(«))m+1 


Y  n,  ni  1 


oïl  pourra  exprimer  les  coefficients  par  des  fraction* 
qui  se  laissent  développer  dans  les  séries  convergentes 
♦  27.  suivantes*  : 
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m=  0 

2  s*  =  —  l  —  cne^Xn^i^2“2cn<me^(Àn^~{m  +  1)Xnl'a,^i, 

m==  0 

m=ao 

K  =  + 

m=0 

m— oo 

Sn  ~  Ifn,m  é^>*(a)  ~  (2«  +  1  )  . 

m  =  0 


(69) 


Passant  ensuite  à  la  sommation  des  séries  (31), 
nous  nous  bornerons ,  dans  ce  chapitre ,  au  cas  où  le 
point  considéré  est  situé  sur  l’axe  des  x  (l’axe  principal). 
Il  est  à  remarquer  que,  pour  cosy>  =  1,  on  a 

dPn  (cos  <p) cPPn  (cos  p)  w  (/<  -j—  1  ) 

sin  <pd<p  cfy?  2  ’ 

et  pour  cos  <p  =  —  1 

dPn  (cos  p)  ^  d2Pn(cosp)  _  ...,,«(«■  |1) 
sin  p  dp  dp%  '  '  2 

Si  maintenant  on  introduit  dans  (17)  les  développe¬ 
ments  de  K  et  de  S  et  dans  (18)  ceux  de  K'  et  de  S', 
et  qu’on  détermine  ensuite  les  composantes  par  rapport 
aux  axes  fixes  à  l’aide  des  équations 

$  =  cos  p~$ — sin^, 

3j  =  sin^cos^£-f  cos^cos^iÿ— sin</-<f, 
f  =  sin  p  sin  ip  f -f  cos  ^  sin  cos  (j  ~Ç, 

et  des  équations  correspondantes  pour  un  point  intérieur, 
en  trouvera  que  les  vibrations,  sur  l’axe  principal,  vont 
partout  dans  la  direction  de  l’axe  des  y,  ce  qui  est 
russi  une  conséquence  directe  de  la  symétrie  du  mouve¬ 
ment  de  la  lumière  par  rapport  au  plan  des  xy,  et  que 

28* 
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les  vibrations  à  l’extérieur  et  à  l’intérieur  de  la  sphère 
seront  déterminées  par 


(Jet  JL  a)  i 

■n  =  e 


-f  JS  e^‘+  ^ \±ikn(v'n(a)+w'n(a)i)+sn(vn[a)+wn{a)î'J 


=J£l±ïe(u+T)\ 


'(±i 


le  signe  supérieur  se  rapportant  au  côté  positif  de  l’axe 
des  x,  et  le  signe  inférieur  au  côté  négatif. 

Les  fonctions  de  n  qui  entrent  dans  ces  expressions 
peuvent  être  développées  suivant  les  puissances  de  n-\-\ 
en  séries  qui  restent  convergentes  jusqu’à  une  certaine 
limite  n  —  nv  jusqu’à  laquelle  nous  effectuerons  d’abord 
lès  sommations  indiquées.  C’est  ainsi  que  l’expression 
de  An(a)  dans  (68)  peut  être  développée  dans  la  série 
suivante 


4(a) 


(w+i)s  1  i  (w+iT  1  I  (n  +  ï)° 
a  B  a9  5a' 


1-3 


2-4-6 


+  • 


Pour  q„  nous  avons  le  développement  en  série  (66) 
et,  à  l’aide  des  équations  (63),  on  obtient 

vn(à)-\-wn(a)i  =  i  V  qn{a)  1 , 

et  en  négligeant  qfn(a),  en  vertu  de  (64), 

«»(«) +«’»(«)*  =  — JL- 

Vqn{a) 

Nous  considérerons  maintenant  à  part  les  différents 
termes  dont  se  composent  les  équations  (69)  qui  définis¬ 
sent  les  coefficients,  et  nous  commencerons  par  poser 

=  —1,  2s„  =  —  1. 

La  première  équation  (70)  donnera  alors 
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JktJra)i_ 


?(w  4-  -Xn(a))\ 


En  y  remplaçant  Xn(a)  par  la  série  (71),  on  voit  que 
l’exposant  renfermera  le  terme  (^F 1  +  0-  Si  l’on 

prend  le  signe  inférieur,  ce  terme  se  réduit  à  nn  et, 
d’après  ce  qui  a  été  exposé  dans  le  chapitre  précédent, 
la  somme  devient  nulle.  Par  conséquent,  on  aura  pour 
le  côté  négatif  de  l’axe  des  x 


Yj  ====  g[kt-\-a)i' 

Mais  si  l’on  prend  le  signe  supérieur,  la  somme,  en 
posant  n-\-\  =  2,  peut  être  changée  en  une  intégrale 
de  la  forme  (51),  et  on  obtient  par  comparaison 


A  =  — ,  Fa  —  ht  —  a ,  G  —  —  , 

a  ’  2a 

tandis  que,  d’après  (52),  l’integrale  devient  égale  à 

_e(w-a+l)t; 

On  a  donc  pour  le  côté  positif  de  l’axe  des  x 

v  =  0 

La  partie  du  mouvement  qui  est  représentée  ici  n’est 
donc  pas  autre  chose  que  le  mouvement  du  rayon  central 
incident  jusqu’au  point  ou  il  rencontre  la  sphère. 

Si  l’Qn  considère  ensuite  le  deuxième  terme  des  deux 
premières  équations  (69)  et  qu’on  pose 

$kn  =  — 2s„  =  — cae?  **(*)*, 


MO 


la  somme  qui  figure  dans  ht  première  équation  (7<t) 
renfermera  l’exposant 


kt-n  - f2«  I  "f  (Tl  —  l) 


(«  \fl  î 

2  \  h 


Avec  le  signe  supérieur,  la  somme  doit  Ici  devenir 
nulle,  tandis  qu’avec  le  signe  inférieur,  elle  pourra  comme 
auparavant  être  changée  en  une  intégrale  de  ht  forme  (51), 
et  on  obtiendra  par  comparaison 


A 


—  1  a  . 

N  i  'la'’ 


k(  a  •  iu.  ('< 


D’après  (52),  l'intégrale  sera  donc  égale  à 


N  1 

Ars  r  / 

i 


i 

i 

n 


mj  gitji 


(72) 


Cette  partie  du  mouvement  eorrespond  au  rayon 
central  réfléchi  par  la  surface  anterieure  de  ht  sphere, 
et  le  résultat  est  le  même  «pie  celui  qui  peut  être  obtenu 
par  la  voie  élémentaire,  la  phase  étant  déterminée  par 
le  chemin  optique  parcouru ,  et  l'amplitude,  aires  la 

A'—  t 

réflexion,  étant  égaie  h  ^  j  sur  ht  surface  même 
de  la  sphère,  par  conséquent  a  ht  distance  | u  (tes  di¬ 
stances  mesurées  avec  ?  comme  unité  de  longueur)  du 

S  1t 

foyer  virtuel  des  rayons  centraux,  et  devant  ensuite  de- 
croître  dans  le  même  rapport  que  le  point  considère 
s’éloigne  de  ce  loyer. 

Considère-t-on  enlln  dans  les  équation*  (tltl)  le  terni»- 
qui  correspond  à 
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le  mouvement  sent  déterminé  par 


2 


f*7  n  *  A 


(  i  !>».,»  !  <*„,  m  '/»(«))  t‘ 


{k(  V  («J  I  («)  -  (2  m  -f  2)  i 


Développé  suivant  les  puissances  de  M  j-|,  cet  ex¬ 
posant  deviendra 


(kt-  «4-2« . (2»<-4-2)«H-îÿ(-Fl-|  2w  !  1) 

i  («  1  i)*/  1  i  a  .  \ 

2  \  w  1  a  «'  /  1  •••J2' 

Lu  somme  sent  nulle  à  moins  qu’on  n’ait 

“PI  4  2  ni  |1  ■  4  p, 


c'est-à-dire  à  moins  que  w  ne  soit  un  nombre  pair 
quand  le  point  est  situé  sur  le  côté  positif  de  l’axe  des 
x,  et  un  nombre  impair  quand  il  est  situé  sur  le  côté 
négatif,  delà  posé,  la  somme  peut  être  changée  en  une 
intégrale  de  la  forme  (ûl)  et  on  obtient  par  comparaison 


«4A'(t~~Ar  ..  (, 

A  7  (1  ;  A'r*”  n  °» 


NOTK  a 


Fu  -  kf  «  i  2«  («m  I  2)«\  f/  ‘  t  2), 

«7  I  2  2w  |  2\  .  «7  t  2  _ 2»«  ■(  2\ 

u  24\  «’  «’  r  440 V  u»  ;  V  an  }’ 


D’après  (f>2),  qui  suppose  que  (l  n’est  pas  très  petit, 
le  résultat  de  rintégration  sera 


1 


Î.A’d-A'j'" 

■  (J  i  A')”,iS  t  1,2  2/«  I  2\ 

\  a  u  u'  ) 


Ut  n  \  ta  (2m  +  S)aO* 
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Ce  résultat  peut  également  être  obtenu  par  la  voie 
élémentaire.  Qu’on  imagine  un  faisceau  cylindrique  de 
rayons  centraux,  de  diamètre  1,  pénétrant  dans  la  sphère. 

Après  m  réflexions  intérieures,  ce  faisceau  sortira  de  la 

(2  m  4-  a _ a 

sphère  avec  le  diamètre  - - —  ~7 - ,  et  se  réunira 

ensuite  en  un  foyer  réel  ou  virtuel.  Si  ce  foyer  est  à 

une  distance  ax  du  centre,  le  diamètre  du  faisceau  à  la 

distance  a  sera  — — - .  _  Or  la  distance 

»!  —  a  a! 


0, 


\  9  _i_  a, 

focale  a.  est  déterminée  par - 1 - 

a,  a  d 

et  l’amplitude  des  vibrations,  qui,  après  les  m  réflexions 
et  deux  refractions,  est  devenue  sera 

augmentée  dans  le  même  rapport  que  le  diamètre  du 
faisceau  a  diminué.  Si  de  plus  la  phase  est  déterminée 
par  le  chemin  optique  parcouru,  on  voit  que  le  résultat 
est  exactement  le  même  que  celui  qui  a  été  trouvé  plus  haut. 

Par  contre,  on  ne  peut  procéder  ainsi  pour  déter¬ 
miner  le  mouvement  aux  foyers  eux -mêmes.  Ceux-ci 
sont  déterminés  par  l’équation  (?  =  0,  à.  laquelle  se 
rattache  la  condition  2A’;>2?n-j-2”A’,  correspondant  à 
0  <  -  <  - ,  par  où  l’on  voit  qu’à  iV<  1  ne  correspond 
aucun  foyer  réel ,  à  1  <  N  <  2  un  seul  foyer ,  etc. 
A  (?  —  0  correspond  l’équation  (55),  qui,  avec  les  valeurs 
trouvées'  plus  haut  de  A,  £,  H  et  I,  donne  l’expression 
suivante  pour  le  mouvement  au  foyer  considéré 


$N(i— Ny 
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il  résulte  de  l’expression  de  G  que,  si,  d’un  point 
extérieur,  nous  nous  rapprochons  de  la  sphère  le  long 
de  l’axe  principal  et  passons  par  un  foyer,  la  valeur  de  <} 
de  positive  deviendra  négative  en  passant  par  O.  On 
voit  par  là  que  l’amplitude,  conformément  à  ce  qui  a 
été  exposé  a  la  fin  du  chapitre  précédent,  croît  rapide¬ 
ment  pendant  ce  rapprochement,  depuis  une  valeur  très 
petite  dans  le  voisinage  du  foyer  jusqu'à  la  valeur  de 
l’ordre  de  a*  déterminée  plus  haut  pour  le  foyer,  et,  que, 
continuant  encore  à  croître,  elle  atteint,  par  des  variations 
périodiques  une  valeur  double  de  celle  qu’ulle  avait  nu 
foyer.  Au  delà  de  ce  point,  l’nxe  est  rencontré  par 
«l’autre  rayons  situés  en  dehors  des  rayons  centraux  et 
dont  l’action  sera  déterminée  plus  loin.  Une  détermina¬ 
tion  pins  précise  du  mouvement  do  la  lumière  «ht ns  le 
voisinage  du  foyer  résulte  de  (5(5)  et  de  t'aperçu  donné 
ensuite  de  ta  valeur  de  l’intégrale  Q  (57). 

Comme  exemple ,  je  supposerai  m  O,  le  rayon 
de  la  sphère  1",  l’indice  de  réfraction  l/t,  et  la 
longueur  d'onde  de  la  lumière  incidente  0>m»*,ckk»s, 
On  aura  alors 

U  4(HK)0  TT ,  «'  ■»  1,<S«,  U  f»-4  i  fi  U ,  N  <*«  l,ft. 

Ces  valeurs  substituées  dans  (74)  donnent  pour 
résultat 

-  WI&M*  j  Urne*'*'. 

On  voit  ainsi  que  h*  deuxième  terme  n'a  qu'une  im¬ 
portance  médiocre ,  et  que  l'intensité ,  qui  est  propor¬ 
tionnelle  au  carré  de  l'amplitude,  est  très  considérable 
h  ce  foyer,  à  savoir  il7:il  1  fois  plus  grande  que 
l'intensité  de  la  lumière  incidente.  Pour  une  sphère 
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ayant  le  même  indice  de  réfraction  et  un  rayon  double, 
l’intensité  serait,  à  très  peu  près,  deux  fois  plus  grande. 

A  une  petite  distance  â  (mesurée  avec  comme 

unité  de  longueur)  du  foyer,  on  aura  G  =  —  et  si 
l’intensité  a  atteint  en  ce  point  son  premier  maximum,' 
on  tirera  de  la  valeur  de  G  donnée  à  la  fin  du  chapitre 
précédent  d  =  1047,  correspondant  à  Omm,0833.  En 
ce  point,  l’intensité  s’élèvera  à  1191200,  car  elle  est  ici 
5,4814  fois  plus  grande  qu’au  foyer. 

Le  calcul  de  la  partie  du  mouvement  de  la  lumière 
qui  a  lieu  sur  l’axe  en  dedans  de  la  sphère,  et  qui 
procède  des  rayons  centraux,  peut  se  faire  d’une  manière 
analogue  en  partant  de  la  seconde  équation  (70).  La 
somme  à  calculer,  en  prenant  isolément  le  terme  général 
des  sommes  données  dans  (69)  pour  h'n  et  s»,  sera 


Ÿ1 

a']/qn  (a1) 


(—  i  COS  Xn(&r)  m 


+  2»  («0  sin  Xn  (a!)  yn,  m)  e 


(h  +  Y  +  Xn(a)  -  (2  m  +1)  Xn(*l) 


Si,  dans  cette  expression,  on  donne  à  cos  7„(o')  et  à 
sin  >!„(«')  la  forme  exponentielle,  et  qu’on  développe  ensuite 
toutes  les  fonctions  ■/„  suivant  la  formule  (7 1),  les  coef¬ 
ficients  de  ~i  dans  les  exposants  de  e  deviendront 


=Fl  +  2m  +  l  et  =Fl-f2w—  1. 

C’est  seulement  lorsque  ces  coefficients  sont  nuis  ou 
égaux  à  un  multiple  de  4  que  la  somme  n’est  pas  nulle, 
et  cela  n’aura  lieu  que  s’ils  peuvent  être  rapportés  à 
•  note  29.  la  forme  * 

=F(1 —  C— l)m)  +  2  m. 

Dans  ce  cas,  on  pourra  donner  à  la  somme  la  forme 


de  l’intégrale  (iJl)  et ,  par  comparaison  avec  celle-ci, 
obtenir 

.  a  '±N{N—\y 


i» 


^  a'  (Àr 


,  B  =  O, 


tt=p(_1)-ûi'4-  a--{îm  !■  !)«’,  O  —  |^=pL_i£  +  i_ïïÿ_ 

i?7Tfc^£+  l„  —  -1),  / 

oaI  '  «Z8  "fi  a  J 


2  . 

a6  ( —  1)”‘  ,  1  2w+: 

801^  a'5  ^  — 


a 


24V"1  5 

Si  G  n’eHt  pas  très  petit,  le  résultat  de  l’intégration 
sera  d’après  <-r>2) 

_  2jy  (N — l)m  ^  .  . . #(kt+  (—  1)’" «'+•  O.  —  (2m +1) a’) i 

-pqriÿM-i  1 _ °2mf  îj 

Mais  si  t7  e  O,  un  aura  il  apres  (55] 


=f-; 


N{N-iy 


\N  |  1  )"■»•* 


(|/ 


18 


r*  (('^j 


B  TT 

«"*  '  «’ . 

2  m  ■+•  1  \ 
a!B  ) 

(  t)m  ,  L_ 

2  m  -f- 1 

\ 

«,a  a° 

a'5 

-  «M 

-  ( . i)M . rr 

2?n-j-  ï 

v  • 

(%'  »  . r  a°  ■ 

a*8 

J  1 

Gomme  on  doit  avoir  «'  <  a',  on  voit  que  l’équation 
O  =«  ()  n’est  pas  possible  pour  N — 1  <2»n+  lC-ZV-l-l, 
tandis  que  ptutiuii  pourrct  être  satisfaite  par  toutes  les 
autres  valeurs*  de  w/,  en  prenant  l’un  ou  l’autre  des  deux 
signes  qui  outrent  dans  l’expression  ci-dessus  de  G. 

Si,  dan  «  (7.r>),  on  regarde  a'  comme  infiniment  petit 
et  qu’on  ronijiluee  m  par  ’ûm  et  2«H-1,  le  résultat  corres¬ 
pondra  à  celui  qui  a  été  trouvé  dans  (62),  où  le  mouve¬ 
ment  dans  le  voisinage  du  centre  a  été  déterminé  par 
une  autre  voie. 
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Nous  continuerons  maintenant  la  sommation  des 
séries  (70)  de  n  =  nt  à  n  =  n2,  w2  étant  la  limite  su¬ 
périeure  de  n  qui  satisfait  à  la  condition  de  l’application 
des  formules  (67)  et  (68)  aux  fonctions  qn  et  Xn.  Les 
séries  prendront  ainsi  la  forme  indiquée  dans  (35),  et  en 
posant  également  ici  n  =  v+z,  où  v  et  a  sont  considérés 
■  comme  des  nombres  entiers,  nous  introduirons  les  no¬ 
tations  suivantes 

nom  so.  »  +  i  =  asinâ  =  a  sin &  =  asinÿ  =  a'sin,y  *  (77) 
où  les  quatre  angles  6,  ff,  #  et  ff  sont  compris  entre  0 

et  -  et  supposés  n’être  pas  très  voisins  de  ces  deux  limites. 

2 

Il  résulte  de  (67)  que 

1  =  cos  6qv{a)  =  cosffqv(a')  =  cos#^(a)  =  cosffqv{a’)-  (78) 
Les  coefficients  bv,  bv,m,  etc.,  seront  alors  déterminés  par 


b „  = 


Ncosd — cos  ff 


Cv 


N  cos0  +  eos0'  ’ 
cos  0— N  cos  ff 


2  N  cos  6  co  s  ff 


(N  cos0— cosd')1 


( N  cos  6  -)-  cos  0)m+2 


cosO—Ncosff' 


9  NCOS  e  cos  ff  (c°sfl-ggg!g)l 
^  JS  COS  O  cos  o  (.cos  ^_|_^cos 


{N  cos  g  —  cos  fl')” 


==  <S,N^cos()cos0'  (Ncosd  +  cosff)^ 


ÏV,m 


%  Nÿ  cosdcosff 


(cos  6 — Ncosff)m 
(cos0-\- N  cos  ff)m+i  ‘ 


Les  coefficients  correspondants  b„,  6„,m,  etc.,  pour¬ 
ront  être  développés  en  séries  suivant  les  puissances  de 
z,  telles,  par  exemple,  que 


bn 


1  dbv 
acosd  dd 


1  dK\~  | 

a'cosffdff) 


On  a  également  d’après  (68) 
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K(a)  ==  a  cos  0 - g  +(>'+£) 


î(«)  =  M«t)+  ^»+  Ya 


cos# 


sin  6  z* 

CbTcôlV 


(l-|-2sins0)2:4  . 
24  «5  cos5  0  *” 


et  l’on  obtient  de  la  même  manière  les  développements 
correspondants  de  h{a  ) ,  /„(«) ,  A„(a'). 

De  même  qu’auparavant,  nous  considérerons  mainte¬ 
nant  à  part  les  différents  termes  des  développements  (69) 
de  k„  et  de  sn,  et  nous  commencerons  par  supposer  que 

2fc„  =  —  1,  2  s»  =  —  1. 

La  somme  jj  (70),  prise  de  n  —  nx  à  n  —  ?<a,  ren¬ 
fermera  dans  cette  hypothèse  l’ exposant 


(fe'Tj-ü.wji  -  (feTj -A-(a)  +  (=F| +  -t- •••) 

Le  coefficient  de  »  ne  pouvant  être  ici  ni  nul  ni 
très  petit,  la  somme,  dans  ce  cas,  sera  donc  nulle. 

Si  l’on  suppose  ensuite  que 


-b„é 


ù2Àn(a)i 


2s„ 


■cne 


%ln  (a)i 


la  somme  renfermera  l’exposant 


où  le  coefficient  de  zi  deviendra  -f-  2  ^ —  -~j, 

et  ne  pourra  non  plus  être  nul  ni  très  petit,  2  0—#  de¬ 
vant  être  plus  petit  que  n  et  en  môme  temps  plus  grand 
que  0,  parce  qu’on  doit  avoir,  #>#.  La  somme  sera 
donc  aussi  nulle  dans  ce  cas. 

Si  l’on  pose  enfin 


Jcn 


r  2  (t»(a)— (»  + 1)  t*  (<*'))  » 

Vnt  m  &  y 


,  «(*•(«)-{» -H)  <M«0)< 

n  tnss  i* n,m  V  î 
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la  somme  renfermera  l’exposant 

—  Xn(a)^%  Xn{a)  —  (2  m  +  2)  /„(«')  j  i 
où  le  coefficient  de  zi  deviendra 


j(2m  +  l=Fl)— 0  +  20-(2m  +  2)0'  =  G. 

Si  maintenant  on  suppose,  comme  dans  (41),  que 
G  =  SipTr,  la  somme  sera  changée  en  une  intégrale  de 
la  forme  (42),  dont  les  coefficients  seront 


A  =  i 


sin# 

V  cos  ê 


(±cos^6v,m+cv>m),  B 


ÔA 
lÔu  ’ 


=  fe  +  (v  +  |)(?-j(2î»+l  +  l)-â!Coseÿ+2«costf+(2î«+2)a'cos^, 

a  (  1  2  2m  +  2\  1 

=  2 \  ^  +  «1^T^)=  jra(-tgtf+2i«tf-(2m+2)tgtf'), 

'  6^(~tg3^+^tg^-(2m  +  2)tg^'), 

œ+ 

Gomme  v  est  un  nombre  entier,  on  pourra  aussi, 
dans  Fa,  remplacer  le  terme  (v  +  i)<?  par  pn,  si  là 
condition  G  =  %pn  est  satisfaite. 

Le  résultat  de  l’intégration  sera  alors  donné  par  la 
formule  (43)  et,  si  l’on  a  H  —  0,  par  (50),  ou  plus  gé¬ 
néralement,  si  G—%pir  n’est  pas  nul  mais  très  petit, 
par  (49). 

Les  résultats,  en  ce  qui  concerne  un  point  intérieur, 
pourront  aussi  être  déterminés  par  les  mêmes  formules 
en  partant  de  la  seconde  équation  (70),  qui  conduit 
pour  les  coefficients  aux  valeurs  suivantes  : 
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"4  —  i  ^/cos  7t'  C°S  ^'^v’ m  ~  ~^v' m)  ’  ^  a  dv  ' 

G  =  |(2«i-(±)1=F1)  +  (±)^+<'-(2»»+1)(?', 
kt + (  v  + 1)  6?  —  ^  (2  m — (±  1) + 1) + (±)  a'cos  ff+  a  cos  6 — (2  »»+ 1  )  «'cos  & ', 

((±)  tga  ff+tg6—(2m+l)  tg3  ff) , 

ro+sw<“w*+,**-‘s,,*+w<|,>- 

Les  signes  entre  parenthèses  (i)  sont  partout  pris 
pareillement  soit  pour  -(-  soit  pour  —  et  sont  déterminés 
d’une  manière  plus  précise  par  la  condition  que  G  —  ü2pi r 
doit  être  nul  ou  très  petit. 

Si  nous  nous  représentons  le  mouvement  ainsi  cal¬ 
culé  de  la  lumière  sur  l’axe  principal,  produit  par  la 
réfraction  et  la  réflexion  intérieure  de  rayons  lumineux, 
ces  rayons  correspondront  à  tous  ceux  qui  rencontrent 
la  sphère  à  une  distance  v-fi  de  l’axe  principal.  L’angle 
d’incidence  correspondra  à  d,  l’angle  de  réfraction  à  ff, 
tandis  que  &  et  &’  seront  les  angles  aigus  sous  lesquels 
les  rayons  rencontrent  l’axe  principal  au  point  a  hors 
de  la  sphère  ou  au  point  a’  en  dedans  de  celle-ci.  Après 
m  réflexions  intérieures,  un  rayon  incident  aura  dévié 
de  l’angle 

Am  =  toît-{-20  —  (2  m -{-2)6’ 
s’il  est  sorti  de  la  sphère,  et  de  l’angle 
Am  =  «ïjt-J-0 — 
s’il  n’en  est  pas  sorti. 
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Pour  un  point  extérieur,  la  condition  G  =  Qpru 
pourra  donc  aussi,  d’après  la  valeur  de  G  donnée  plus 
haut,  être  exprimée  par 

Am  —  $  fâp  —  i  du  v) 71  ’ 

équation  qui  exprime  que  les  rayons  ont  dévié  de  l’angle 
#  augmenté  soit  d’un  nombre  entier  de  circonférences, 
lorsqu’on  prend  le  signe  supérieur  et  que  l’axe  des  x 
est  coupé  sur  son  côté  positif,  soit  d’un  nombre  impair 
de  demi-circonfïrences,  lorsqu’on  prend  le  signe  inférieur 
et  que  l’axe  des  œ  est  coupé  sur  son  côté  négatif. 

Pour  un  point  intérieur,  la  condition  G  =  %pn 
correspondra  soit  à 

A  =  -#'-b(2.p  +  i±i)*>  , 

soit  à 

àm  =  (Qp  —  idzi)*1* 

,  Le  dernier  cas  correspond  au  précédent,  où  l’inter¬ 
section  des  rayons  et  de  l’axe  principal  avait  lieu  hors 
de  la  sphère;  le  premier  se  présente  lorsque  les  rayons 
coupent  le  côté  positif  ou  le  côté  négatif  de  l’axe  des  a?, 
suivant  qu’ils  ont  dévié  d’un  nombre  entier  de  circon¬ 
férences  augmenté  de  l’angle  obtus  7c  —  êf,  ou  d’un  nombre 
impair  de  demi-circonférences  augmenté  du  même  angle, 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  pour  les  intersections  hors  de 
la  sphère. 

On  voit  par  ce  qui  précède  qu’en  général  tous  les 
cas  où  un  des  rayons  qui,  en  dehors  des  rayons  cen¬ 
traux,  sont  tombés  sur*  la  sphère  et  ont  subi  m  réflexions, 
peut  couper  l’axe  en  un  point,  sont  compris  dans  la 
condition  G  = 

Si,  pour  un  point,  G — %pn  n’est  pas  nul,  mais 
est  une  quantité  très  petite,  ce  point  n’est  pas  rencontré 


461 


directement  par  les  rayons  rectilignes  réfractés,  mais 
seulement  par  les  rayons  infléchis  qui  interfèrent. 

Il  a  été  dit  plus  haut  que,  si,  d’un  point  extérieur, 
nous  nous  rapprochons  de  la  sphère  le  long  de  Taxe 
principal,  nous  rencontrerons,  peu  après  avoir  dépassé 
un  des  foyers  des  rayons  centraux,  une  amplitude  deux 
fois  plus  grande  que  l’amplitude  au  foyer.  En  partant 
de  là,  on  peut  maintenant  pousser  plus  loin  la  déter¬ 
mination  du  mouvement  de  la  lumière  à  l’aide  des  ré¬ 
sultats  obtenus  ci-dessus  pour  un  point  extérieur.  En 
supposant  ces  angles  très  petits,  nous  aurons 

-d+80-(2fw  +  2)0'  —  0,  et  1^=1  =  me  de  4; 

par  conséquent  ni  est  pair  ou  impair  suivant  qu’on  prend 
le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur. 

On  trouve  en  outre 


A  = 


iê&N 


(1 —N)m 
(l+N)m+2' 


Fa  =  kt-a  +  2a—(2m  +  $)c{, 


et  en  développant  en  série 


H  =  gt  (—  2  6'—  (2  m  +  %  ey 


Le  résultat  donné  par  (43)  deviendra  donc 


an  [Fa+^ji 

He 


iêlN 


(1  —N)m 

(1 +#)»+* 


6a(hr 


Si  maintenant  on  remarque  que,  les  angles  étant 
supposés  très  petits,  on  aura  d’après  (77)  ad  =  a'ff  =  ad-, 
il  en  résulte  que  l’expression  ci-dessus  sera  précisé¬ 
ment  le  double  du  résultat  trouvé  pour  le  mouvement 
au  foyer,  tel  qu’il  est  déterminé  par  l’équation  (74). 
Le  second  terme  peu  important  de  cette  dernière  for- 

29 
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mule  a  ici  été  laissé  de  côté.  On  voit  par  là  que  les 
résultats  obtenus  conviennent  également  à  des  angles 
assez  petits  pour  que  les  formules  déduites  plus  haut 
pour  les  rayons  centraux  leur  soient  directement  appli¬ 
cables.  On  peut  en  dire  tout  autant  des  points  intérieurs. 

Lorsque  6  ou  ff  se  rapprochera  de  la  limite  supérieure 


H  se  rapprochera  de  -|-oo  pour  un  point  tant  exté¬ 
rieur  qu’intérieur,  et  le  résultat  déterminé  par  (43)  con¬ 
vergera  par  conséquent  vers  0.  Lorsque,  pour  un  point 
intérieur,  &  se  rapprochera  de  A  convergera  vers 


_(±)* 


Tv,m 

2l/cos#'  ’ 


H  vers  (i) 


1 

2sin0cos#' 


et 


Fa  vers 


C- la  valeur  de  C  étant 


C  =  Atf-f-pjr— -{-  «cos0—  (2m-f- l)a'cos0'. 

La  formule  (43)  devient  par  suite 
j\/—  e(Fa + t)  '  rn  i  ïv<  1  /<»r^2sinflcosÿ,  (c+ 7  0  +(±) 

v  h  ai/cos^r  (±)i  e 

expression  qui,  soit  qu’on  prenne  le  signe  supérieur  ou 
le  signe  inférieur,  est  égale  à 

i -fv, m  V^naskiO  e®. 

Si  maintenant  a’  est  supposé  être  un  point  pour 
lequel  ê'  devient  exactement  égal  à  J,  et  que  l’un  des 
deux  signes  (-J-)  corresponde  à  un  point  très  voisin 
le  signe  contraire  correspondra  à  un  autre  point 
a' — h.  Mais  on  voit  par  ce  qui  précède  que  le  résultat 
du  calcul  sera  le  même  pour  ces  deux  points  très  voi¬ 
sins  et  qu’il  est  indépendant  de  leur  distance  au  point 
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a\  d’où  l’on  peut  conclure  que  les  formules  trouvées  sont 
encore  applicables  dans  le  cas  où  &  atteint  la  limite  ? . 

Ji 

Les  résultats  exposés  dans  ce  chapitre  comprennent 
ainsi  tous  les  cas  où  les  rayons  lumineux ,  après  avoir 
été  réfléchis  et  réfractés  un  nombre  quelconque  de  fois, 
rencontrent  l’axe  principal  soit  directement,  soit  par  in¬ 
terférence  dans  le  voisinage  des  foyers.  Outre  ces  cas, 
il  peut  aussi  être  question  de  l’action  exercée  par  la 
diffraction  des  rayons  qui  dépassent  le  contour  de  la  sphère; 
mais  ces  phénomènes  de  diffraction  ne  se  produisent  que 
dans  le  voisinage  du  bord  géométrique  de  l’ombre  de 
la  sphère,  et  ils  seront  dans  un  autre  chapitre  l’objet 
d’un  examen  plus  détaillé. 

Des  développements  qui  précèdent  il  ressort,  connue 
résultat  général,  que  l’intensité  lumineuse  correspondant 
au  carré  de  l’amplitude  varie  beaucoup  aux  différents 
points  de  l’axe  principal,  qu’elle  est  tantôt  une  grandeur 
du  même  ordre  que  l’unité,  c’est-à-dire  que  l’intensité  de 
la  lumière  incidente,  tantôt  une  grandeur  du  môme  ordre 
que  a  aux  foyers  des  rayons  centraux  et  sur  les  lignes 
focales  des  autres  rayons,  et  enfin  aussi  une  grandeur  de 
l’ordre  de  «t  à  quelques-unes  des  extrémités  des  lignes 
focales.  En  ces  derniers  foyers,  l’intensité,  pour  une 
sphère  infiniment  grande,  serait  donc  plus  grande  qu’en 
tout  autre  point  de  l’axe  (comme  aussi  en  dehors 
de  l’axe);  mais  en  réalité,  si  nous  nous  maintenons 
dans  des  limites  pratiques,  l’intensité  en  ces  points  est 
toujours  bien  moindre  qu’au  premier  foyer  des  rayons 
centraux,  correspondant  à  m  ~  0.  Si  nous  prenons 
comme  exemple  N  «■  1,5,  un  pareil  foyer  extérieur 
ne  se  produira  qu’après  trois  réflexions  intérieures.  En 
posant  m  ■»  3,  on  trouve 


2T 
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0  —  73°39'16",6,  ff  =  39°46'15",8,  &  =  9°8'26",8 , 

correspondant  à  ff  =  2?r  et  à  PT  =  0.  Si  l’on  suppose 
en  outre  a  =  40000  ?r,  la  formule  (50),  en  ne  prenant 
que  le  terme  de  l’ordre  le  plus  élevé,  donnera  une  ara- 
)te  si.  plitude  de  24,681*  et  une  intensité  de  609,14,  tandis  que 
l’intensité  au  premier  foyer  est,  comme  nous  l’avons  vu, 
de  217311,  par  conséquent  un  grand  nombre  de  fois 
plus  grande. 


5.  Cas  de  a  très  grand .  Mouvement  en  dehors  de  l’axe 
principal. 

Pour  la  fonction  sphérique  Pw(cos^),  on  a  la  série 
connue 

Pn(cos9)  =  2  ^74'  ^ ^1)(cosw^  +  -f—Tj  4cos(w"-)y 

+  (2  n  - l)(2»-3)  2  •  4  C0S  ^  +  '  '  '  )  ’ 

série  qui,  pour  n  impair,  se  termine  par  le  terme  qui 
renferme  cos p  et,  pour  n  pair,  par  un  terme  constant 
dont  on  prend  la  moitié. 

Nous  supposerons  maintenant  ici  que  <p  n’est  ni  nul 
ni  très  petit,  et  que  n  est  un  nombre  très  grand.  La 
sommation  de  la  série  donnera  alors ,  comme  on  sait, 
l’expression  déjà  trouvée  par  Laplace 

On  en  déduit,  en  négligeant  les  grandeurs  d’un  ordre 
inférieur,  l’expression 


dPn  (cos  <p) 
dtp 


1 4sisin(<”+«*’— ï)- 
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Substituons  cette  valeur  dans  les  séries  (111).  Le 
point  considéré  étant  supposé  situé  en  dehors  de  l’axe 
principal,  il  ne  pourra  être  rencontré  par  les  rayons  cen¬ 
traux,  qui  correspondent  à  «<_»,,  et  c’est  pourquoi  on 
n’a  besoin  de  faire  les  sommations  que  de  n  nt  h 
n  ~  oo.  Les  séries  pourront  ainsi  être  exprimées  par 


))i 


1  «f  •!)«' 

ï)«(‘  ***** 

. ^  9  w»*. 

ni 


Nous  nous  bornerons,  dans  ce  chapitre',  il  effectuer 
ces  sommations  jusqu'à  n  **•  «t,  c'est-à-dire  jusqu'à  la 
limite  la  plus  haute  de  n  au-dessous  de  laquelle  les  fonc¬ 
tions  qn  et  A»  se  laissent  exprimer  par  les  formules  (67) 
et  (68). 

Des  séries  K  et  8*  nous  prenons,  en  procédant 
comme  dans  le  chapitre  précèdent,  la  partie  correspon¬ 
dant  à 

*&kn  •  1 ,  *  '  •  l , 

Les  termes  dont  elles  se  coin  posent  renfermeront 
les  deux  exposants 

—  ^»(«)  J  ((«4  4) jf  -•  x))* • 
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En  y  posant  n  =  y-f-#,  les  coefficients  de  zi  de¬ 
viennent  par  le  développement  suivant  les  puissances  de  z 

G  —  — $-\r<p  , 

où  l’angle  ê  est  compris  entre  0  et  ~  et  l’angle  <p  entre 
0  et  7r,  sans  qu’il  atteignent  ces  limites.  La  condition 
G  =  2p?r  ne  pourra  donc  être  satisfaite  que  pour  p  =  0 
et  &  «  <p.  Gela  posé,  la  somme  peut  être  changée  en 
une  intégrale  de  la  forme  (42),  d’après  laquelle  on  obtient 
par  comparaison  pour  la  série  K 

q  ___  CQS^l/~  ^  cos^A _ 

2  ai  Y  ;racos#sin#sin^  asin^l/2^acos^  ’ 

Fa  =  ht  —  a  cos  w  —  ~ ,  R  =  —  ^ — ~ — — . 

r  4  2  a  cos  (p 

Le  résultat  de  l’intégration  déterminé  par  (43)  devient 

_  CQS^  —  acoaÇP)^ 

asin^> 

en  supposant,  à  cause  de  l’équation  #  =  qu’on  a 
a  sin  p  <  a  et  0  <  ^ .  Dans  le  cas  contraire,  le  ré¬ 

sultat  devient  nul. 

On  trouve  d’une  manière  analogue  pour  la  série  S 
6(tt-qooa?>)<. 

a  s  in  ^ 

In  substituant  ces  deux  valeurs  de  K  et  de  5  dans 
les  équations  (17),  et  en  négligeant  les  termes  d’un  ordre 
inférieur  à  l’unité,  on  obtient  pour  la  partie  correspon¬ 
dante  des  composantes  £«,  îye,  Ce 

Ce  —  —  sin^COS^^W'"ao08^i,  7Je  =  — COS^COS — «o°8fp)^î 

Ci  —  sin^^-~ac08^, 
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valeurs  qui,  on  le  voit,  sont  égales  aux  expressions  des 
composantes  de  la  lumière  incidente  données  par  les 
équations  (13)  avec  des  signes  contraires.  Ce  résultat 
indique  ainsi  seulement  que ,  lorsqu’on  ne  tient  pas 
compte  des  rayons  réfléchis  et  réfractés  et,  par  consé¬ 
quent,  que  la  sphère  est  considérée  comme  étant  entière¬ 
ment  noire  et  opaque ,  il  régnera  derrière  la  sphère 
éclairée  une  obscurité  complète  en  dehors  de  l’axe  prin¬ 
cipal  ,  et  jusqu’à  une  certaine  distance  de  ce  dernier. 
Nous  avons  vu  dans  le  chapitre  précédent  que  tel  est 
aussi  le  cas  même  pour  l’axe  principal. 

Nous  considérons  ensuite  le  terme  des  deux  pre¬ 
mières  équations  (69)  qui  correspond  à 

2  kn  —  -  bn  en^\  2s„  =  _Cne2 /!„(«)*. 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  séries  K  et  S  donne¬ 
ront  des  termes  avec  les  deux  exposants 

(kt - g  ^»(a)  -f-  2  ^»(a)±  {(n  j  * ' , 

où,  par  le  développement  suivant  les  puissances  de  z, 
le  coefficient  de  zi  devient 

G  =  — 3r — $ -4~  2  -I- çg . 

Comme  on  doit  avoir  correspondant  k  a "> a,  la 

condition  G  =  2p?r  ne  peut  être  satisfaite  que  par 
jo  =  0  et  en  prenant  le  signe  supérieur.  On  a  donc 

G  =  - TC -  =»  0. 

Pour  la  somme  K,  on  obtient  ensuite,  par  com¬ 
paraison  avec  l’intégrale  (42),  les  coefficients 
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—t  - 


cos  <pbv 


aV$7raco$iï$ind$m<p 

Fa  =  /fcf-acos#  +  2acos0+?,  H  —  + 


4’ 


2  sin# 


La  valeur  de  l’intégrale  déterminée  par  (43)  devient  alors 

K  =  COS  <j)by  a  cos  #  +  2  et  cos#)  i 

a  l/cos  #  sin  <p  (— tg  &  ~f  2tg  0) 

On  trouve  d’une  manière  analogue 


S 


-ismÿc» 


a  1/cos  0  sin  <p  ( —  tg  d  -f~  2  tg  6) 


çpet  —  a  cos  $  +  2  a  cos  #)  i 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (17)  pour 
la  détermination  des  composantes  du  mouvement  vibra¬ 
toire,  nous  pouvons  présenter  quelques  remarques  d’une 
portée  plus  générale.  Lorsque  les  sériés  (79)  exprimant 
K  et  S  seront  changées  en  intégrales,  les  exposants 
seuls  entreront  en  ligne  de  compte  si  l’on  différentie  par 
rapport  à  a  et  à  <p,  en  négligeant  toutes  les  grandeurs 
*  note  32.  d’un  ordre  inférieur.*  Ces  exposants  étant  désignés  par 
Fai ,  on  a 


dFa 

ôv 


=  ér  =  2j5îT. 


Tout  multiple  de  2  jri  pouvant  être  supprimé  dans  l’expo¬ 
sant,  on  aura,  en  prenant  0  pour  variable  indépendante  au 

8  Fol 

lieu  de  v,  =  0,  d’où  il  suit,  si  en  même  temps  a 
est  variable,  que 


dFa 

da 


—  cos  #.* 


En  outre,  <p  doit  entrer  dans  Fa  de  manière  que  l’on  ait 


•  NOTE  33. 
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-ÿ-  ’ •  -  .J,: (v  + 1)  -j-  a sin  #  ,*  *  note  * 

le  signe  correspondant  à  celui  avec  lequel  <p  entre 
dans  Fa. 

On  obtiendra  ainsi  en  général 


=  sina#-ajK\  y»  n  I  sin#eos  ft-aK,  Ci  "«-F*  sin #•«$.  (80) 


En  appliquant  ces  résultats  au  cas  calculé  plus  haut,  on 
trouve 

Ça  COS  # —  J^sitl#  0, 


$,  sin  #  -}  -  7je  cos  # 


ros^/>usin# 

Pcns  #  siu  (  -  tg#  |  StgéÇ 
sin^rvsin# 


(kt~~a  coi  &+2a  oo«  tf)i 
(  1 


(kt  ■  a  eo®  #4»2a  oonft)  i 


l/cos#sin{c>(  tg#  |  2tg0) 


Cette  partie  du  mouvement  de  la  lumière  correspond 
au  mouvement  des  rayons  réfléchis  par  la  surface  anté¬ 
rieure  de  la  sphère,  et  les  mêmes  résultats  peuvent  facile¬ 
ment  être  obtenus  par  la  voie  élémentaire.  0  étant 
l’angle  d'incidence,  #  l’angle  aigu  (pu;  le  rayon  réfléchi 
fait  avec  le  rayon  vecteur,  la  loi  de  la  réflexion  donnera 
2$  f  f  ■».*  0.  Le  rayon  réfléchi  a  un  foyer 
imaginaire  à  la  distance  ”  eos0  (mesurée  avec  J'  comme 
unité  (ht  longueur)  de  l'élément  réfléchissant  de  la  sphère. 
La  distance  du  point  considéré  à  ccd  élément  est 
«cos#-  -  a  cou  0,  et  sa  dislance  au  foyer  «cor#-  ■  \  «oos0. 

Si  le  point  considéré  est  situé  à  la  surface  même 
de  la  sphère ,  on  a  #  **«  0  -*•  it — f ,  et,  avec,  le  sy¬ 
stème  d’axes  que  nous  avons  choisi,  les  composantes  de 
la  lumière  incidente  sont  ici 


£  sinjccos^C,  t),  <**  coh^cos^C,  f,  *»  —sln^C, 
C  «■»  #<+««*«<. 
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Dans  le  plan  d’incidence,  les  vibrations  sont  donc 
représentées  par 

^  cos  6 — £^sin  $  =  —  cos  <jiC, 

expression  qui,  d’après  les  lois  de  Fresnel,  est  changée 
par  la  réflexion  en 

|H=ficos^  _  WC, 

tandis  que  les  vibrations  perpendiculaires  au  plan  d’inci¬ 
dence  deviennent  après  la  réflexion 


sin(0  —  ff)  .  .  n 

sr+j)”"' 


—  c„sin^C. 


Dans  le  rayon  réfléchi  l’intensité  doit  ensuite  dé¬ 
croître  dans  le  même  rapport  que  croît  l’aire  sur  laquelle 
la  lumière  se  répand,  et  l’amplitude,  par  conséquent, 
proportionnellement  à  la  racine  carrée  de  cette  aire. 

Cette  aire  est,  au  point  considéré,  déterminée  par 


^acos#  —  yldd- asm  <p  dtp, 

qui,  pour  a  =  a,  à  quoi  correspond  &  =  0  =  n— <p, 
devient 

acosddd'asmddtp. 

Le  rapport  entre  ces  deux  éléments  est 

a'sintfcos#  _  sin”# _ 

(2  a  cos  & — a  eos  0)  a  sin  <p  ~  cosÿsinç?(—  tgÿ-|-2tg0)  ’ 

a  et  a  étant  éliminés  par  l’équation  «sin#  =  «sin0. 

On  voit  qu’on  arrive  ainsi  exactement  au  même 
résultat  qui  a  été  trouvé  plus  haut. 


i 


I 


î 


1 


i 


i 


I 
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Si  enfin  on  introduit  dans  les  développements  (79) 
de  K  et  de  S  le  terme  jjôndral  des  deux  premières 
séries  (69),  à  savoir 

sB  =  cn,me^(^-~{m 
les  termes  renfermeront  les  exposants 

jto-|-l,(a)+21„(a)-(2«  +2)4(«')  ‘  ((«  e })r  *))«. 

En  développant  suivant  les  puissances  de  g,  le  eoeftieient 
de  zi  deviendra 


G  —  ïiîTt — &  4--  2  H  -■  *  (-*>«  !  I  f . 

L’angle  dont  le  rayon  incident  n  dévié  après  m  ré¬ 

flexions  intérieures  (p.  449)  est  ici  /un  <  “20  [iw  û)tf  J„„ 
de  sorte  que  l’équation  peut  aussi  s’érrire  fl  J,„  H  >-<p. 

On  voit  par  là  que  la  condition  <1  ■  i/o r  est  remplie 

quand  l’angle  d’incidence  0  o.-st  choisi  de  façon  que  le 
rayon,  après  m  réflexions  intérieures,  reueontre  le  point 
considéré,  et  qu’on  prenne  le  signe  supérieur  ou  le  signe 
inférieur,  suivant  que  ce  point  et  le  rayon  incident 
sont  situés  du  même  côté  ou  du  côté  opposé  île  l’axe 
principal. 


Pour  la  somme  K  on  obtient  ensuite,  par  compa¬ 
raison  avec  l’intégrale  (42),  U*  eoeftieient 


Üï  , 


aV^rcrx  cu«#4n/Mnf 
pour  la  somme  8  le  coefficient 


dr 


aV^Tvac.  cos#*jnfMn$r 
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et  pour  les  deux  sommes  les  coefficients 

Fa  =  kt-a  cos  &+<%acos&-(2m+9,)a'cosâ,+  (p-^m+±)n, 

H  =  ^(-tg#  +  2tg0-(2m  +  2)tgf), 

1  =  ei^("tg8<5,+2tg8(?~(2w+-)tgV')- 

Le  résultat  est  donné  par  la  formule  (43)  et,  dans 
le  cas  où  H  =  0,  par  la  formule  (49).  Dans  le  premier 
cas,  le  déplacement,  dont  les  composantes  sont  déter¬ 
minées  par  les  équations  (80),  sera  du  même  ordre  que 
l’unité,  dans  le  second  cas  (H  =  0),  qui  représente  toutes 
les  caustiques,  de  l’ordre  de  «s,  et  l’intensité  de  l’ordre  de 
ai  Gomme  toutes  les  grandeurs  d’un  ordre  inférieur  à 
Punité  ont  partout  été  négligées  dans  ce  calcul,  on  n’aura 
donc  ici  à  prendre  que  le  premier  terme  de  la  formule  (49). 

Les  conditions  du  mouvement  de  la  lumière  dans 
le  voisinage  des  caustiques  résultent  des  calculs  qui  se 
rattachent  à  la  formule  (49)  et  de  la  discussion  qui  les 
accompagne  (p.427).  On  voit  par  là  que  lorsque  H 
converge  vers  0,  c’est-à-dire  lorsque  nous  nous  rappro¬ 
chons  de  la  caustique  du  côté  où  les  rayons  rectilignes 
réfractés  et  m  fois  réfléchis  peuvent  s’étendre  (G  ==  2jp;r), 
l’amplitude  des  vibrations  croîtra  par  un  mouvement 
périodique  de  l’ordre  de  a°  à  l’ordre  de  ai  Le  dernier  et  le 
plus  grand  maximum  est  atteint  avant  que  nous  attei¬ 
gnions  la  caustique  elle -même,  après  quoi  l’amplitude 
décroît  jusqu’à  la  valeur  déterminée  par  la  formule  (50) 
et  correspondant  à  la  caustique  (H  =  0,  G  =  2j>7t). 
L’amplitude  décroît  ensuite  rapidement  jusqu’à  0.  Au 
point  maximum,  tout  près  de  la  caustique,  l’amplitude 
est  1,604,  et  l’intensité  2,262  fois  plus  grande  que  sur 
la  caustique. 
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La  détermination  do  l’intensité  de  la  lumière  sur  la 
caustique  et  dans  son  voisinage  présentant  un  intérêt 
particulier,  notamment  par  rapport  à  la  théorie  de  l'are - 
en-ciel ,  je  mettrai  les  formules  sous  une  forme  plus  com¬ 
mode  pour  le  calcul  numérique. 

Désignons  par  fm(f)  l’intensité  des  rayons  réfléchis 
m  fois  par  la  surface  intérieure  de  la  sphère  au  point 
déterminé  par  <py  </*,  a.  L'amplitude  est  déterminée  par 
les  équations  (80);  après  quoi  on  trouve  l’intensité,  c’est- 
à-dire  le  carré  de  l’amplitude,  exprimée  par 


Im{f)  ^  aasin\ÿ  ampl.  (/ia| . S"). 

D’après  la  formule  générale1  (49),  dont  on  ne  prend 
cpie  le  premier  tenant1,  on  a 


Ampl.  A"  »ù  A1 

A  tupi.  8*  t/A\  oti  /la 

0  /• 


2  COSa^  hîf  m 
tf  an  cos  $  sin  0  sin  <p  1 

2sitia^<w 

aa«7rcos#sin$sin^  * 


Si  la  lumière  incidente  n’est  pas  polarisée,  comme 
nous  le  supposerons  dans  ce  qui  suit,  on  obtiendra 
l’intensité  en  la  considérant.  comme  la  valeur  moyenne 
correspondant  à  toutes  les  valeurs  de  <p  de  0  à  2?r. 
Nous  poserons  doue 

COS*^  à  J,  m  ’4™  sinY  Cpt  m  :  A  m  +  m)  * 

À  l’aide  de  celte  expression  et  de  la  valeur  de  1  donnée 
plus  liant,  on  obtient 


lmi*p) 


4a5^sîni# 

9.Tsin^coH#sin# 


cj!t  m)  * 


En  introduisant  deux  nouvelles  notations  p  et  p\ 

déterminées  par 
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igd=ptg6',  N*p’  =  p, 

on  trouve 


vu,  m 


%NcosOcosff 


(N  cos  â — cos#')m 
(N  cos  0  +  cos  ff)m+2 


=  2/ 


(1 — p')m 
(1  -p')m+2 


7 


Cv,  m 


=  2iVcos0cos0' 


(cos# — Ncos6')m 
(cos  0 -f- JV  cos  6')m+2 


=  2j> 


(  1 +P  )m+2  ' 


Les  angles  6,  0'  et  ê  sont  en  même  temps  déter¬ 
minés  par 

sin  6  =  N  sin  ff  —  |/Vt:  tgd  =  2(p— m—  l)tg0', 

P  1 

de  même  qu’on  a 

a  sin#  =  asintf,  al  =  SttjR,  al  =  Qn  r, 


R  étant  le  rayon  de  la  sphère  i  r  la  distance  du  point 
au  centre,  tous  deux  mesurés  comme  /  avec  une  unité 
de  longueur  arbitraire,  et  (voir  p.  427) 

«  -  3(ï)^ 


Par  ces  substitutions,  la  formule  de  l’intensité  peut 
prendre  la  forme 


W2 
sin  <p 


a m 

w  Wî  , 


(a) 


où  Gm  est  indépendant  de  <p  et  déterminé  par 

,  .r8  48/(iv2-i)/  b(p*—  yy _ \* 

m  f*  cos#(p8— 1)  \6  À  (p2—  l)*(p9— 4  (p-m— l)8 — w— l)8/ 

(  »  (1— fj-n  ,  .  (1—  p)2m  \ 

x(?  (i+y)2m+4~^  (i+p)2m+v’ 

: . rŸ*El _ 

Vp*(N*—  l)+4(jp — »— 1)!(2>  —  N*)' 


465 


La  quantité  W  introduite  dans  la  formule  (a)  est 
déterminée  par 

W  —  jj  COS  (ct>8 - fjLCü)  dû), 

où  fx  dépend  de  <p  de  la  manière  suivante:  on  sup¬ 
pose  que  <pQ  est  une  valeur  de  <p  correspondant  à  la 
caustique  et,  par  conséquent,  déterminée  par 

G  =  mit  —  — (2m-f-2)  <pQ  =  Qpjt, 

où  px  est  un  nombre  entier.  Le  signe  de  ^o,  qui  est 
compris  entre  0  et  tt,  est  déterminé  par  l’équation  meme. 

En  posant  maintenant  <p  =  <p^d ,  on  obtient 
G —  Qpjz  =  — â;  mais  d’après  (46)  on  a 

=  -e(-^)’  où  £  =(î)^ 

On  obtient  ainsi,  .en  introduisant  en  même  temps 
la  valeur  donnée  de  1 , 


/tt\ï  /— tg8d+2tg8(9  — (2m  +  2)tg8(9'Ù 

Ur  \  ’ëlfsWâ  '  .  )' 


et  avec  les  substitutions  employées  plus  haut 


t*' 


l)(p8— 4(p-m-l)8- 


-m- 


1)1 


■!)(/ 


jDïy 


(0) 


Dans  le  cas  où  a  peut  être  considéré  comme  infini¬ 
ment  grand  (l’ arc-en-ciel),  on  a  #  =  0,  p  =  m  -(-  1 ,  de 
sorte  que  les  formules  (6)  et  (c)  se  réduisent  à 


R%  48p*(.y*-l)/  R(p*-N*)i  U/  „  (1  -p')2n* 
"F'  tf-i  (l+py^+î 


.tfSkrÆ- 


â  =  JU 


[  48Jy(iV2  .-l)|  y 


‘’V 
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L’équation  W  =  0,  qui  correspond  à  lm(<p)  =  0, 
donne,  comme  il  a  été  dit  p.  426,  une  série  de  valeurs 
de  /*,  dont  celle  de  l’ordre  q ,  pour  des  valeurs  suffi¬ 
samment  grandes  de  q,  est  déterminée  par  p  =  3(ÿ  — {)!. 
A  cette  valeur  correspondra 


d  — 


l  (9\iUp2-~iy(p2-N2)ï] 
414/1  p2{N% —  l)f 


forme  sous  laquelle  le  résultat,  obtenu  par  la  voie  élé¬ 
mentaire,  a  dernièrement  été  exposé  par  M.  Boitel*, 
avec  cette  différence  toutefois  que,  dans  le  premier 
membre  de  l’équation,  d  est,  chez  M.  Boitel,  remplacé  par 
igâ.  Par  contre  M.  Mascart  **,  dans  le  calcul  de  quelques 
expériences  faites  avec  une  tige  de  verre,  s’est  servi  de 
la  formule  â  =  A(q—-\)l  et  a  trouvé,  meme  pour 
d’assez  grandes  valeurs  de  â  (9°),  un  accord  satisfaisant 
entre  l’expérience  et  le  calcul. 

L’intensité  sur  la  caustique  même  (p  —  0)  est 
déterminée  par 


Im{%)  = 


rqwau  cm 

12  \  7i  /  smp0  ’ 


d’où  l’on  peut,  avec  une  approximation  suffisante,  en 
multipliant  par  2,262,  déduire  l'intensité  maximum,  corres¬ 
pondant  à  p.  =  1,0846  (la  valeur  de  <p  correspondant 
à  cette  valeur  de  p  différant  très  peu  de  J’ai  de 
cette  manière  calculé  l’intensité  maximum  dans  quelques 
exemples. 

Soit  R  —  10mm ,  N  =  1,6,  À  =  Oram,0O05 ,  m  —  1. 
Pour  un  point  immédiatement  extérieur  à  la  surface 


*  Joura.  de  phys.,  2®  sér.,  t.  8,  p.  282.  1889. 

**  Comptes  rendus  de  l’Académie  des  Sciences,  1. 106,  p.  1575. 
1888. 


467 


de  la  sphère,  on  a  r  =  j?,  #  =  t g#  =  4tg0'  et 

par  conséquent  p  —  4 ,  p'  =  ~  étant  déterminé 
par  la  formule  (&),  on  trouve  avec  ces  valeurs  que  l’in¬ 
tensité  est  égale  à  4,5423.  Cette  intensité  étant  propor¬ 
tionnelle  à  ,  on  voit  que,  même  pour  des  sphères 
presque  100  fois  plus  petites,  l’intensité  sera  plus  grande 
que  1.  A  la  distance  d’un  demi-rayon  de  la  surface  de 
la  sphère,  on  a  r  =  1,5 J?,  &  ==  ff,  p  =  y  = 
valeurs  auxquelles  correspond  une  intensité  maximum 
de  0,9423. 

Il  ressort  de  ces  résultats  que,  pour  ainsi  dire  dans 
tous  les  cas  de  sphères  transparentes  qui  se  présentent, 
on  pourra  trouver  hors  de  la  sphère  des  points  qui  sont 
tout  aussi  fortement  éclairés  d’un  côté  par  la  lumière 
directe  incidente  que  de  l’autre  par  la  lumière  réfléchie 
une  fois  par  la  surface  intérieure  de  la  sphère.  Comme 
il  sera  sans  doute  facile  de  trouver  expérimentalement 
de  pareils  points,  et  qu’ils  pourront  également  être  déter¬ 
minés  théoriquement  par  les  formules  données  plus  haut, 
on  aura  un  moyen  pour  contrôler  l’accord  entre  l’ex¬ 
périence  et  le  calcul. 

Pour  second  exemple  je  prendrai  une  goutte  d’eau 
sphérique  avec  l’indice  de  réfraction  Pour  m  =  4 
et  a  infiniment  grand  on  trouve: 


Intensité  maximum 


0,06728 


iï2  /  R  \  i 

?w 


Si  l’on  prend  comme  comparaison  une  seconde 
sphère  de  même  grandeur  à  réflexion  totale,  l’intensité 
de  la  lumière  réfléchie  par  la  surface  antérieure  sera,  à 


la  même  distance,  de 
donc  égales  si  l’on 


jR2 

Ces  deux  intensités  seront 
a  JS  =  51,30  A,  ce  qui,  pour 

30 
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/  =  Omm, 000585 ,  donne  B  =  Oram,03.  Pour  une  goutte 
de  pluie  d’un  rayon  8  fois  plus  grand,  l’intensité  maxi¬ 
mum  de  la  lumière  réfléchie  une  fois  par  la  surface 
intérieure  serait  le  double  de  celle  qu’on  obtiendrait  en 
remplaçant  la  goutte  de  pluie  par  une  sphère  de  même 
grandeur  produisait  une  réflexion  totale. 

Au  lieu  d’une  seule  sphère,  figurons-nous  maintenant 
un  assemblage  de  sphères  égales  isolées,  toutes  aussi 
fortement  éclairées  par  des  rayons  incidents  parallèles 
non  polarisés  d’une  intensité  égale  à  1.  Les  sphères 
sont  supposées  si  voisines  ou  former  une  couche  d’une 
étendue  telle  que  les  lignes  visuelles  d’un  observateur 
éloigné  rencontrent  partout  une  des  sphères.  L’ensemble 
des  sphères  renfermées  dans  un  cône  dont  le  sommet 
est  dans  l’œil  de  l’observateur,  et  qui  comprend  l’unité 

d’angle  solide,  enverra  alors  une  lumière  dont  l’intensité 

r2 

au  sommet  du  cône  est  — ^  fois  plus  grande  que  celle 
qui  est  due  à  une  seule  sphère.  En  appelant  l’intensité 
de  la  lumière  qui,  en  dedans  de  l’unité  d’angle  solide, 
rencontre  l’œil  de  l’observateur,  la  clarté  apparente,  nous 
aurons  donc  pour  un  pareil  assemblage  de  gouttes  de 
pluie  sphériques  avec  l’indice  de  réfraction  $•: 

Max.  de  clarté  apparente  =  0,06728  —  l  —  J  f 

Pour  un  assemblage  analogue  de  sphères  produisant 
une  réflexion  totale,  on  obtiendrait  la  clarté  apparente 
indépendante  de  la  grandeur  des  sphères.  Mais, 
en  faisant  la  comparaison,  il  faut  observer  que  toute  la 
lumière  qui  rencontre  le  système  après  une  seule  réflexion 
est  renvoyée  par  de  nouvelles  réflexions ,  et  c’est  pour¬ 
quoi  il  convient  de  doubler  la  clarté  apparente  ou  de  la 
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1 

poser  égale  à  ■ .  Cela  posé,  les  deux  systèmes  éclairés 
par  une  lumière  simple  ou  regardés  à  travers  un  verre 
unicolore  seront  vus  avec  la  même  clarté  apparente, 
lorsque  le  rayon  des  gouttes  de  pluie  est  8  fois -plus 
grand,  comme  on  l’a  calculé  plus  haut,  et  qu’il  est  par 
conséquent  de  0mm,24. 

Les  phénomènes  lumineux,  dans  l’assemblage  de 
gouttes  de  pluie  que  nous  considérons  ici,  correspondent 
à  des  arcs-en-ciel  complètement  développés.  Le  calcul  de 
la  clarté  apparente  de  ces  arcs-en-ciel  et  des  arcs-en-ciel 
surnuméraires  pourra  se  faire,  pour  tes  différentes  cou¬ 
leurs  du  spectre,  à  l’aide  des  formules  («),  (6'),  (c'),  con¬ 
jointement  avec  une  table  des  valeurs  de  l’intégrale  W. 
Nous  ajouterons  enfin,  comme  exemple  permettant  de 
contrôler  les  observations,  que  le  second  arc-en-ciel,  après 
deux  réflexions  intérieures,  a  une  clarté  apparente  7,804 
plus  faible  que  le  premier  arc-en-ciel,  supposé  bien 
entendu  qu’ils  sont  formés  dans  les  mêmes  conditions. 

Le  mouvement  de  la  lumière  à  l'intérieur  d’une 


sphère  devra  être  déterminé  à  raide  des  séries  K'  et  S' 
(70),  en  y  posant 

i,  q  *—  tn  ~p  ))  i 

n»  p»,m6  , 

,  ^  (*,(«)-- fl  m+1)  *,{«*))< 

«»  saK®  /  »,  m  0 


Dans  les  termes  figureront  les  quatre  exposants 

{kt - +  (±) X»(a')  +  X„(a)  -~(2m+l) X»(a!)±((n +\)f  ™ ji, 

qui,  par  le  développement  suivant  les  puissances  de  z, 
donnent  pour  le  coefficient  de  zi 

«0* 
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Dans  cette  expression  mn  !  fl~(i m  !  \)tf  J'„  est 
l’angle  dont  le  rayon  incident  est  dévie  après  m  réflexions 
intérieures.  La  condition  G  2 /or  lève  l'ambiguïté 
des  deux  doubles  signes,  et.  on  voit  «pie,  de  même  que 
pour  un  point  extérieur,  le  signe  supérieur  «le  ^  cor¬ 
respond  au  cas  011  le  point  cwisid«5ré  et  le  rayon  inci¬ 
dent  sont  du  tnôme  côté  de  l’axe  principal ,  et  «pie  F 
et  f  ont  le  môme  signe  on  un  signe  mutrnirc  suivant 
que  le  rayon  «pii  rencontre  le  point  nitwidéré  eoupe  le 
côté  positif  ou  le  c«ité  négatif  de  l’axe  principal. 

En  comparant  avec  Pinb^grali'Lîd),  on  obtient  ensuite 
pour  les  séries  K'  et  À"  respectivement  les  «'oefllrient* 


Fa 


A 


:ü.) 


et 


juxeos  #'sin  ftsin  y 


A  1(1) 

tt'ya  jî««*k  tf'sin  t/'in  ç 

et  pour  les  deux  séries 

M  +  (±)^a'cmF i  *J«#etw0  (ïîwi  «  \)ntu>tf  >  (/»  «  HJ ,  |  , 
11  :  lu,r  iim  1 
1  «siu*tf{l  ’  M'*  '  Wt>  *»"•  ' 


Les  composantes  flu  monvi  tneul  ubi  atone  " 

sont  déterminées  par  les  équation  .  Minant.  »  m«, dogue* 
à  (80),  à  savoir 

$  *W«T,  ?/  •  i  {  )-m#W  l 

T  ;  in\iutfS'.  | 

Le  mouvement  de  la  Inmi.ae  est  miiM  «hoimine 
partout  en  tant  «pi'il  est  snftiMtnl  d«*  faîir  i»  .  --.uiMma- 
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tions  par  rapport  à  n  sans  dépasser  la  limite  n  =  n2, 
ce  qui  présuppose  qu’on  peut  se  servir  des  expressions 
(67)  et  (68)  de  qn  et  de  2n,  lesquelles  à  leur  tour  déter¬ 
minent  les  fonctions  vn  et  wn.  Si  cette  limite  de  n  doit 
être  franchie,  il  devient  nécessaire  de  recourir  à  d’autres 
développements  pour  ces  fonctions,  et  c’est  ce  que  je 
ferai  dans  le  chapitre  suivant. 

Je  ferai  seulement  encore  remarquer  que,  lorsque 
&  atteint  la  limite  ^  en  des  points  intérieurs  isolés,  le 
mouvement  se  laisse  aussi  calculer  par  les  formules 
données  plus  haut,  ce  qu’on  peut  prouver  de  la  même 
manière  que  dans  le  cas  déjà  traité  (p.  452) ,  quand  le 
point  était  situé  sur  l’axe  principal. 


6 .  Suite.  Réflexion  totale }  diffraction . 

Les  fonctions  vn  et  wn  peuvent  aussi  être  déterminées 
d’une  manière  autre  que  celle  que  nous  avons  employée 
précédemment  (p.  435),  par  un  développement  d’ailleurs 
tout  à  fait  correspondant.  On  a  identiquement 


Vn  —  Vvnwne 


4  .  vn, 
—  ]og  — 
2  *te- 


W«  =  Vvnw„e 


1  ,  vn 


Si  l’on  pose 


VnWn  =  Tni 

on  aura  donc 

Vn  =  VVÜ/S 


i  • \  Vn 

£lo&—  — 

Wn 

Wn  =  1 


(82) 


En  se  servant  de  l’équation  wnvn — vdnvn  =  1,  on 
obtiendra  en  outre,  la  variable  étant  désignée  par  a, 


dfÀn  1 

da  2 rn  ’ 


(83) 
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d’où,  en  intégrant  et  en  introduisant  la  valeur  de  pn  cor¬ 
respondant  à  a  =  0,  on  tire 


P-n 


, ,  a2n+1 

T  i0g  l2-  3a. . .  (2  n  -  l)a  (2  n -fl) 


Les  développements  (22)  et  (24)  de  vn  et  de  wn 
donnent  en  outre  par  multiplication 


2rn 


.  2  a  ,  (2  a)’  1 

—  8*«+l  +(2w-1)(2m+1)(2«+1)‘  1 
,  (2«)°  _  1-3 

'1"(2w-3)(2w-l)...(2n+5)  '2-4^ 


(85) 


L’exactitude  de  la  loi  indiquée  ici  pour  la  série  pour¬ 
rait  aussi  être  démontrée  par  la  formation  de  l’équation 
différentielle  à  laquelle  satisfait  r„.  En  supposant  que 
U»  satisfasse  à  l’équation  différentielle  (21),  on  peut  poser 
d’une  manière  plus  générale 

Ma 

Un  =  Vp~neü”>,  (8(5) 


valeur  qui,  substituée  dans  (21),  conduit  à  l’équation 

<87> 

d’où,  par  une  nouvelle  différentiation,  résulte  l’équation 
linéaire 


L’équation  (86)  correspond  aux  équations  (82)  pour 
î>n  —  rn  et  c  =  ++  de  même  qu’elle  correspond  aux 
équations  (63)  pour  pn  =  qn  et  c  «=  +i.  La  dernière 
équation  (88)  doit  donc  être  satisfaite  aussi  bien  pour 
Pn  =  2»  que  pour  pn  =  r„,  et  alors  il  ne  sera  pas  diffl- 
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cile,  à  l’aide  de  cette  équation,  de  contrôler  l’exactitude 
des  lois  des  séries  indiquées  q„  et  r„. 

Aussi  bien  n  que  a  sont  considérés  comme  de  grands 
nombres,  tous  deux  de  l’ordre  de  a.  Si,  de  même  qu’au- 
paravant  pour  la  sommation  de  la  série  qn,  nous  négli¬ 
geons  toutes  les  grandeurs  d’un  ordre  inférieur  à  l’unité, 
la  série  (85)  pourra,  sous  certaines  conditions,  être 
sommée  par 


= 


a 

y/  (n  — j—  ^)* —  fit" 


(89) 


La  condition  doit  consister  en  ceci,  que  a  ne  doit 
pas  dépasser  une  certaine  limite;  mais  en  examinant  de 
plus  près  la  série ,  on  remarquera  bientôt  que  la  déter¬ 
mination  de  cette  limite  présente  quelques  difficultés. 

En  effet  les  termes  de  la  série,  pour  a<n,  décroissent 
d’abord  et  atteignent  un  minimum;  après  quoi  ils  crois¬ 
sent,  changent  alternativement  de  signe  et  atteignent  un 
maximum  pour  finalement  décroître  jusqu’à  0.  Ainsi  le 
terme  qui  précède  le  premier  terme  négatif  a  déjà  atteint 
la  grandeur 

(2a)2n+1  1-3  ...  (2n — 1) 

rsT^+T) '  — 274t:.2«  ’ 

qui,  pour  ea>%n-\- 1,  a  étant  par  exemple  égal  à  0,75 n 

et  n  allant  en  croissant,  croît  jusqu’à  l’infini.*  *  note  s5. 

Il  sera  donc  nécessaire  de  mettre  la  série  r„  sous 
une  autre  forme.  A  l’aide  de  l’équation 


1- 2-3. .Jim 
(2»-2wh-  ï)(in— 2iw+3)  . . 


(2»+2m+ î) 


(—  l)mWæsin(2n+  l)æsin2ma3, 


on  peut  donner  à  la  série  (85)  la  forme 


2  sin  (2  w  1)  æ  ^1  — p-sirfæ-f  ^^sin4a;—  ...j, 
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et  en  employant  la  fonction  «70  de  Bessel,  cette  expres¬ 
sion  devient 

2r„  =  âcAdarsin  l)x-Jo(2asinx).  (90) 

Nous  effectuerons  cette  intégration  d’abord  depuis 
*  =  0  jusqu’à  x  =  h ,  h  étant  assez  petit  pour  qu’on 
puisse  sans  erreur  sensible  remplacer  sinæ  par  x,  tant  que 
x  est  plus  petit  que  h.  Cette  partie  de  l’intégrale,  par 
l’introduction  d’une  nouvelle  variable  y=  (2w4-  l)x,  de¬ 
viendra  ainsi 


La  limite  supérieure  de  cette  intégrale  pourra  être 
considérée  comme  appartenant  à  cette  espèce  de  gran¬ 
deurs  arbitraires  et  indéterminées  auxquelles  nous  avons 
donné  la  désignation  commune  a>,  et  l’intégration  pourra 

par  suite  se  faire  par  la  formule  (39).  Le  résultat  est 
la  série 


_i__|_/r_5L_Vi-i-/r  œ  \ 8 1  •  3  < 

n-\-V\n  +  %)  2-1" 


a 

V¥+ïï-a 


où  la  seule  condition  de  convergence  est  a<in- (-i. 

Dans  la  seconde  partie  de  l’intégrale  (90),  la  fonc¬ 
tion  de  Bessel  peut  être  développée  suivant  les  puis¬ 
sances  décroissantes  de  a  en  la  série  semi  -  convergente 
connue 


«70(2asina?)  = 


1 

Vna  sina; 


cos 


2asinæ — 


où  les  termes  sont  de  l’ordre  de  a~i, 
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Cette  partie  de  l’intégrale,  en  négligeant  les  termes 
suivants  de  la  fonction  J0,  deviendra  donc 


«  \f|j anycosjggsin^-Ÿ) 

W  +  0  ^  lArtfçin  y 

t'(2n+()A  V  naSm^ÿ[ 

~(2n+i)  f 

a  L,. sin((i + ^i) •  •  -f )+sin(( 1  -£i)y+ 2wa- ■ 
(2n+l)ff]  y  Vv—  -  v*  -  + 

On  voit  par  là  que  cette  partie  de  l’intégrale  sera 
d’un  ordre  inférieur  à  l’unité  tant  que  la  différence 
n~\-\ — a  est  de  l’ordre  de  a*,  et  comme  l’équation (89) 

•  présuppose  que  ces  grandeurs  n’entrent  pas  en  ligne  de 
compte,  cette  dernière  équation  restera  valable,  pourvu 
seulement  que  la  différence  n  -j-  £  —  a  soit  positive  et  de 
l’ordre  de  a.  Cette  condition  correspond  ainsi  complète¬ 
ment,  avec  l’échange  de  a  et  de  »  +  £>  à  celle  concer¬ 
nant  q„  dans  l’équation  (67). 

Si,  dans  l’équation  (84),  on  pose 


•  (92) 


NOTE  36. 


la-3\..(2«  —  l)2(2w-)-l)  =  2 (2» -4-  l)2«+tg— (2»+l)*,  *  NOTE  37. 


n  étant  supposé  très  grand,  on  obtient  à  l’aide  de  l’équa¬ 
tion  (89) 


(Jn  =  — -£log  2 +  («•  +  £)  log 


w+|-l/(M+£)s-aa 


V(n+$f-a\  (93) 


Nous  sommes  ainsi  à  même  de  déterminer  les  fonc¬ 
tions  vn  et  wn  tant  pour  n-\-§>a  que  pour  »-}-£<«, 
dans  le  premier  cas  à  l’aide  de  rn  et  de  /*„,  dans  le 
second  à  l’aide  dé  qn  et  de  Àn-  Mais  il  reste  encore  un 
cas  où  ces  fonctions  ne  sont  pas  déterminées  par  les 
formules  précédentes ,  à  savoir  lorsque  la  différence 
n-\-\ —  ai  qu’elle  soit  positive  ou  négative,  est  d’un 
ordre  inférieur  à  celui  de  a. 
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Tandis  que  jusqu’ici  nous  avons  sommé  toutes  nos 
séries  avec  une  exactitude  telle  que  les  grandeurs  d’un 
ordre  inférieur  à  l’unité  ont  seules  été  négligées,  nous 
nous  bornerons,  dans  ce  qui  suit,  à  considérer  les  termes 
de  l’ordre  le  plus  élevé.  Cela  posé ,  quand  n-\-\  —  a 
sera  d’un  ordre  inférieur  à  a,  on  pourra  dans  la  déter¬ 
mination  de  rn  rejeter  toutes  les  grandeurs  du  même 
ordre  que  l’unité,  puisque  rn  sera  une  grandeur  d’un 
ordre  plus  élevé.  Par  conséquent,  si  nous  considérons 
la  limite  choisie  (ln-\-l)h  comme  une  grandeur  de 
l’ordre  de  «°,  toute  l’intégrale  (91)  pourra  être  négligée,  les 
deux  fonctions  qui  y  entrent,  le  sinus  et  J0,  ne  pou¬ 
vant,  pour  aucune  valeur  de  la  variable,  devenir  numé¬ 
riquement  plus  grandes  que  1.  En  outre,  la  seconde 
partie  de  l’intégrale,  déterminée  par  (92),  se  réduira  à 


a 

(f^+l) 


TC 


>(2»+0? 
sin((l- 


1  dv- 


sîj)y- 


ayv 


JiÇft  +  frjS 


Vu- 


24(»-H)2 


où  la  limite  inférieure  peut  encore  être  remplacée  par 
0,  puisque  l’intégration  de  0  à  \)h  ne  peut  non 

plus  conduire  à  un  résultat  d’un  ordre  plus  élevé  que 
l’unité ,  tandis  que  la  limite  supérieure  de  x,  après  la 
substitution  de  ay 8  =  24(n-fi)8æ,  peut  comme  aupara¬ 
vant  être  désignée  par  co.  On  obtient  ainsi,  en  négligeant 
tous  les  termes  qui  ne  conduisent  qu’à  des  résultats 
d’un  ordre  inférieur, 

2  *■»(«)  =  gjp=J<toar-hin^(n  +  |— «)(^)*«*  +  ®  +  £)•  (95) 

En  développant  suivant  les  puissances  de  n  -f-  -J  —  a 
et  en  intégrant  à  l’aide  de  l’équation  (39),  on  trouve  alors 
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série  dans  laquelle  les  2e,  5e,  8e, . . .  termes  sont  égaux  à  0. 
Pose-t-on,  par  exemple,  a  —  w  -f- 1 ,  il  vient 


i  ri1)  vs 

+  1)  ==  c(w  +  4')ï,  C  =  •  —  =  1,08874,  loge  =  0,0869226.  (97) 

3^  V  7T  2 

En  substituant  dans  rn  =  vnwn  les  développements  (23) 
et  (25)  de  vn  et  ion,  j’ai  calculé  le  tableau  ci-dessous,  qui 
déjà  pour  les  plus  petites  valeurs  de  n,  montre  un  ac¬ 
cord  surprenant  entre  les  véritables  valeurs  de  rn(n- (-|) 
et  celles  qui  ont  été  calculées  par  les  formules  (97): 

n  =■  0,  1,  %  3,  4,  5,  6, 

(n  +  i)  =  0,8416,  1,2416,  1,4766,  1,6618,  1,7967,  1,9212,  2,0314, 

tt -)-£)*  —  0,8641,  1,2463,  1,4776,  1,6530'  1,7976,  1,9218,  2,0319. 

Il  lest  à  remarquer  que  lorsque  n  +  ^—a  sera  d’un  ordre 
supérieur  à  celui  de  aK  l’ordre  de  grandeur  dés  termes  ira 
en  croissant.  Mais  dans  cette  supposition,  l’intégrale  (94), 

par  la  substitution  de  (.1  —  — ^  =  x,  sera  réduite  à 

rèoj 

n  =  ]/ —.—JL.  — -  sin  ,  (98) 

^  (2w-f-l —  %a)n\yx  \  4 /  1/2 a (n  +  ^  —  a) 

valeur  qui  montre  que  nous  pouvons  de  nouveau  revenir 
à  la  formule  plus  simple  (89)  de  r»,  cette  formule  con¬ 
duisant  au  même  résultat ,  lorsqu’on  ne  tient  compte 
que  des  termes  de  l’ordre  le  plus  élevé.  Avec  cette 
exactitude  plus  limitée,  elle  continue  donc  à  être  appli- 
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cable  tant  que  la  différence  ^  +  |  —  a  est  d’un  ordre  plus 
élevé  que  celui  de  aJ.  Lorsque  cette  différence  n’est  pas 
d’un  ordre  inférieur  à  celui  de  a ,  r*(a)  n’est  jamais  d’un 
ordre  supérieur  que  celui  de  l’unité.  En  effet,  si  elle  est 
positive,  cela  résulte  de  l’équation  (89),  et  si  elle  est 
négative,  on  arrive  au  même  résultat  en  exprimant,  dans 
l’équation  rn  =  vn  et  wn  par  les  équations  (23)  et 

*  note  38.  (25). *  Par  contre,  si  la  différence  — a  est  d’un 

ordre  moins  élevé  que  celui  de  a,  rn(a)  peut  être  d’un 
ordre  plus  élevé  que  celui  de  l’unité,  et  d’après  (96), 
cette  fonction  atteindra  finalement  par  la  variation  de  n 
sa  plus  haute  valeur  pour  n- =  a . 

*  note  39.  Dans  le  développement  (66)*  de  ÿn,  le  terme  géné¬ 

ral,  lorsque  n  +  i — &  est  d’un  ordre  moins  élevé  que 
celui  de  a,  pourra  être  déterminé  par 

(n— ^~f-l)(n— m-f~2) ...  1*3... (2m— 1) e~2m (^ -f- 1 -|- m)n + i + 77 

a2m  2  *4...  2  m  ]/  rem  a2m(n  -4- — m)”+£~ 

En  remplaçant  la  sommation  par  une  intégration,  on 
obtiendra 


2»  00 


■s 


dm 


V7tm 


eFW,  Fm 


:-3œ+„l0gfe+f=^+(„+4)l0gî±i±i 


ou  en  développant  suivant  les  puissances  de  m 


F(m )  =  — 


a  a  /  m’  1  ,  m’  1 

w+£  Uw  +  v)2  2-3  '  (w-f-f)4'4-5  ' 


Si  Ion  pose  ensuite  m’ —  3(n-(- J)’*,  l’intégrale  pourra, 
*  note  40.  avec  l’exactitude  requise  ici,  être  réduite  à* 


2»(«) 


— (24)T  («  -f*  fî  3  log-.— y-- .  ajT — x 
£  n  +  j 


% 
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On  pourra  également  ici  avec  une  exactitude  suffisante  poser 

w _ (L.  =  après  quoi  l’intégration  conduit  au 

6  n  — j-  j  «  +  £ 

résultat 


Si,  dans  cette  expression,  on  pose  a  =  on  trouve 

avec  la  même  signification  de  c  que  plus  haut 


qn{n  +  \)  =  j|=«(n  +  i)*.  log^c  ==  0,0993920.  (100) 

On  constate  également  ici,  déjà  pour  les  plus  petites 
valeurs  de  n,  un  bon  accord  avec  les  valeurs  exactes  de 
calculées  directement  par  la  série  (66);  c’est 
ce  que  montre  le  tableau  suivant: 


Vb  - 

— 1~  -§•)  = 


o, 

1,0000, 

0,9978, 


1, 

1,4444, 

1,4391, 


% 

1,7104, 

1,7062, 


3,  4,  5, 

1,9121,  2,0783,  2,2215, 

1,9087,  2,0766,  2,2191, 


Par  analogie  avec  rre,  qn  pourra  être  exprimé  avec 
la  même  exactitude  limitée  par  l’équation  (67),  tant  que  la 
différence  a— (n-\-\)  est  d’un  ordre  plus  élevé  que  celui  de 
«î  ;  mais,  en  opposition  avec  ?•„,  qn  a  une  valeur  toujours 
croissante  quand  n  croît. 

Au  moyen  des  valeurs  ainsi  trouvées  pour  rn  et  qn, 
on  peut  calculer  aussi  bien  4  et  jun  que  vn  et  w„.  A  l’aide 
des  équations  2  rn  =  2  vnw„  =  qn  sin  2  4 ,  on  trouve 
sin24(w+|)  =  sin^ ,  d’où  résultent  pour  4(«  +  £)  les 


valeurs  |,  |, 


7  n 
T’ 


4  71 

X 


;  mais  en  déterminant 


6, 

2,3482, 

2,3462. 


par  les.  équâtions  v„  =  V q„  sin  4 ,  tvn  =  [/  qn  cos  4  pour 
n  —  d,;l,  ...,  on  trouve  respectivement 

4(»  +  £)  =  0,6,  0,6166,*  0,5203,  0,6216, 


»  NOTE  41 
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Cette  série  converge  évidemment  vers  la  plus  petite  des 
valeurs  ci-dessus  indiquées,  c’est-à-dire  vers 


^»(w+£)  =|  =  0,5236 ,  (101) 


d’où  résulte  encore  à  l’aide  des  équations  vl  =  rne2^n 
=  qn  sin2  Xn , 

+  =  — Uog3.  (102) 

1  1 

Comme  on  a  Xn(a)  =  — t-t  et  //„(a)  =  ~ ^  ,  les  dé- 

Qn\P') 

veloppements  en  série  de  À„(a)  et  de  /<„(«),  en  dési¬ 
gnant  pour  abréger  qn{n  +  j),  rn(n  +  A),  q'„(n etc., 
par  g,  r,  g',  . . deviendront  maintenant 


/n  (u) 


7r  ,  la — w — |  g' (a  —  «  —  ^)2 
_  +  _  .  ^  1>2 


(103) 


■itagS. 


1  a-n- 

‘2 r  T 


-...,(104) 


où  g',  r'  et  les  coefficients  plus  élevés  de  qn(a)  et  de 
r„(a)  par  rapport  à  a  devront,  pour  a  =  w-j- 1 ,  être 
calculés  à  l’aide  des  équations  (99)  et  (96).  On  trouve 

2  T 

ainsi  g'  =  — 7= ,  r'  =  ^ ^  ;  cette  dernière  valeur 

2  1/3  3  (♦*  H-  i) 

est  seulement  de  l’ordre  de  cr-f  et  doit  par  conséquent 
être  regardée  comme  nulle. 

Les  fonctions  v*  et  wn  peuvent  être  déterminées 


par  les  équations  (^n±^w)a  =  2»  ±2**»,  les  signes  de 
vn  et  de  qui  ici  sont  indéterminés,  étant  déterminés 
par  vn  ===  y^sin^  et  wn  —  Vqn  cos  Àn,  où  Vqn  est  positif. 
Les  développements  en  série  que  j’ai  trouvés  par  cette 
voie  à  l’aide  des  séries  (96)  et  (99),  où,  en  dehors  de 
la  différence  — a,  les  deux  quantités  et  a 

peuvent  être  considérées  comme  égales,  sont  les  suivants: 
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Ces  séries  pouvant  aussi  être  facilement  ramenées  aux 
intégrales  définies 

v„{a)  Cyfsjr  '*  i‘a*(gjrÀ  j  a;) ,  (107) 

•)» 

wn(a)  O  i(Lc.r  ï  e*r^  x  -{  Cated'*""!  sin  (sad  -\~%)  •  (108) 

A  *  « 

En  introduisant  les  séries  (  105)  et  (10G)  dans  (vn=!tzi.c„y 
=»  <l„  \  ïlr»,  ou  pourra  sans  difficulté  se  convaincre  de 
l’exactitude  de  ces  développements.*  Pour  l’usage  de  ce  *  notk  «. 
calcul,  je  nient iouuerai  ici  les  équations 


Nous  pouvons  uiaiiitenant  poursuivre  le  calcul  inter¬ 
rompu  dans  le  chapitre  précédent,  et  considérer  d’abord 
le  cas  où  la  sphère  a  un  indice  de  réfraction  plus  petit 
que  le  milieu  environnant..  Nous  supposons  donc  N<  1, 
d’où  il  suit  que  l'équation  a  sin#  »■»  a' sin  ff  devient  im¬ 
possible  pour  sin<5>  mV. 

Posons  maintenant  dans  les  équations  (33)  et  (34) 
v„(a')  *  *  1 /rm(a')  tandis  que  v„(a)  et  wn(a)  seront 
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•  NOTE  48. 


comme  auparavant  exprimés  par  </»(«)  <*t  À,(u),  et  routine 
q'tt  peut  être  négligé  en  eompaniison  de  </*,  de  même 
pourra  aussi  l’ôtre  en  comparaison  de  r„.  Ko  déterminant 
qn(a)  par  (G7)  et  r„(a')  par  (Kit),  on  obtiendra* 


%kH 


*  </»(«)  ;  2 /■„(«')  ,\V 

,  ,  «  if  «’*  M  <»  i»’A*V 

Vi»  ‘  {)’  U*  («  !  |)\V** 


et  si  l’on  pose 


1V  ■<«  1 

U»  ■  Sl‘ 

cette  expression  prendra  ta  forint»  pin*»  '•impie 
iks  <-  j  '}»i. 

On  obtient  de  la  même  manière 


2s« 


j  |  /iOoW  J)if  |g  j 


Va* 

K(« 


t»  Jï 


41* 


1 1* 
i> 


Le  cas  où  l'on  a  seulement  ik„  î,  2s,  J 
a  déjà  été  traité'  dans  te  chapitre  precedent  (p.  1 17),  Un 
y  supposait  d'une  muuiêre  générale  tpie  !«••*  tbnHion»  */„ 
et  À,  devaiimf ,  |w»ur  tontes  les  variable*,  pouvoir  «Vx- 
primer  par  tes  formules  (ii7)  et  (»»8);  mai,  il  **  ,t  a  re¬ 
marquer  que,  dans  le  cas  particulier  dont  il  s’agd ,  on 
k»  et  s*  ne  renferment  pus  les  variable,  «  et  nous 
avons  seulement  affaire  ans  fonctions  »/„(*»}  et  ^40), 
ot,  i>our  qu’elles  puissent  être  exprimée  *  par  (t'*7>  et  (IW), 
il  sufllt  qu'on  ait  t>  j  |  rf*4iifit»  n,  l,e  •  le  aillai* 
trouvés  «ont  doue  valables  jusqu'à  une  di-tum  e  u  de 
1  axo  principal ,  et,  connue  on  se  le  rappelle ,  le  mouve¬ 
ment  de  la  lumière  ainsi  représente  en  defior*  de  la 
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sphère  comprenait  la  lumière  incidente  dans  l’espace  du 
côté  négatif  du  plan  des  yz  et  une  obscurité  complète 
sur  le  côté  positif  du  même  plan. 

Si  l’on  suppose  ensuite  que 

2 kn  =  2sn  =  e2(/n(a)— 

et  si  l’on  pose  comme  à  l’ordinaire  n  =  on  remar¬ 

quera  que  le  développement,  suivant  les  puissances  de  0, 
de  .z(a)  donne  aux  différentes  puissances  de  0  des  coef¬ 
ficients  d’un  ordre  plus  élevé  que  celui  qu’on  obtient 
par  le  développement  correspondant  de  d  et  de  J*.  En  *  note 
posant  v-\-\  =  asin0,  d  et  A  pourront  donc  être  ex¬ 
primés  par  les  valeurs  constantes 


tg*  - 


COS0 


l/si  n*0—Nl 


t g  A 


cosâ 

]/sln2â—N2 


Les  expressions  de  kn  et  de  sn  correspondent  mainte¬ 
nant  entièrement  au  cas  déjà  traité  (p.  457),  où  nous 
avons  déterminé  la  réflexion  par  la  surface  extérieure  de 
la  sphère.  La  différence  consiste  seulement  en  ceci  que 
les  facteurs  bv  et  cv  sont  devenus  égaux  à  —  1 ,  et  que 
la  phase  est  diminuée  dans  K  de  2$  et  dans  S  de  2  J, 
et  les  résultats  déjà  trouvés  pourront  donc  avec  ces 
changements  encore  servir  ici. 

Les  cas  limite  sin  d  =  N  ne  constitue  pas  une  ex¬ 
ception  spéciale,  puisque  d  et  J,  lorsque  6  décroît  jusqu’à 
cette  limite,  deviennent  égaux  à  ^  et  les  facteurs  e~~^^ 
et  e~~^^  à  —1,  et  que  par  là  K  et  S  prennent  les  mêmes 
valeurs  que  celles  qui  résulteraient  des  formules  précé¬ 
dentes  si  6  croissait  jusqu’à  la  même  limite. 

Les  coefficients  k'n  et  s'n  sont  déterminés  par 

31 
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le'  i  i  ^  A  l  </«(«) '•»(«') 

ï.(«>  >  ^.(«'iAr 

.  ^  A  t' </«(«)  r„{a  ) 

■  ir„(aV 

Gomme,  pour  un  point  intérieur,  n  >«  doit,  eu  même 
temps  aussi  correspondre*  à  h  -a',  il  faut  «taie»  tes 
séries  K'  et  S  (79)  poser  ^/.(V)  du  <?„(«/’)  a 
On  voit  donc  que  ees  séries  renfermeront  le  fadeur 
0ftn(a  ) —fini»  ^  quj(  jjj  (t '  et  «'  lu*  sont  pas  très  près  d'être 
égaux,  sera  une  quantité  extrêmement  petite,  ( lotit  rd- 
sulte  de  l’expression  donnée  dans  (PU)  pour  /«» ,  qui ,  si 
la  variable  n’est  pas  très  voisine  de  «.  est  une  quantité 
négative  très  grande  et  d'autant  plus  «ramie  que  |« 
variable  est  plus  petite,  !,«*  mouvement  de  la  lumière 
en  dedans  de  ta  partir*  «te  ta  sphère  qui  produit  une 
réflexion  totahï  n’est  sensible  «pie  dans  une  «otieiiu 
mince  immédiatement  au-dessous  «te  la  surface  de  in 
sphère. 

Si  l’on  pose  a'  *» »  «*  >iYA,  h  «Haut  siippo-i*  très 
petit,  on  aura 

H»{d)  ~n»{a')  *  H«  il*  «’*. 

Ou  trouvera  ensuite  eouiuie  A  l’ordinair»» 

X'  mm  ..  2Ar<*(K^  (p  «  »,mlt  I  "  .J).  Moi.'#  .V* 

aVÛ-  Ptu#Vmn,0-  N*, m*/  ' 

S*  mm  ■  -i  *  Htm#  f  J  j}«  /»}  -.»*«•#  ,v* 

«t'I  N*i%0 

et  lit  «  jr.  Uan*  la  ihHermination  «tes  eoiu|M)sante« 
it  C,  il  faut  revenir  aux  é«puitious  (IM),  «H  «‘«muni* 

Kf  et  «T  renferment  originairement  le  facteur  é,»u,'\  »m 
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aura,  en  négligeant  les  termes  d’un  ordre  inférieur, 

dK'  ir<  |/sin2(9 —  N2 17, 

W~-67TK  = - «' - K  = - N - K- 

On  obtient  en  même  temps 

dK' 

=  (n  -f K'i  =  asmôK’i, 

et  les  mêmes  équations  restent  applicables  en  y  rempla¬ 
çant  K'  par  S'.  Les  équations  (18)  donnent  ainsi  dans 
ce  cas 


SUT  6  rr, 

ait  , 

N  ’ 


.  sin0l/sin20 —  N*  „  - 

* - A? - aK',  C 


— ismâaS', 


où  l’on  peut  substituer  les  valeurs  trouvées  pour  K'  et 
pour  S’. 

On  voit  que  les  résultats  de  ce  calcul  de  la  réflexion 
totale  s’accordent,  tant  pour  les  points  extérieurs  que 
pour  les  points  intérieurs ,  avec  ce  qui  est  connu  par  la 
théorie  de  la  réflexion  totale  par  des  surfaces  planes,  et 
le  calcul  ne  conduit  donc  pas  au  delà  de  ce  qui  peut 
aussi  être  trouvé  par  la  voie  élémentaire. 

Il  reste  seulement  encore  à  continuer  les  sommations 
des  séries  K  et  S  (79)  à  partir  de  la  limite  de  n  à  la¬ 
quelle  les  équations  (67)  et  (68)  cessent  d’être  valables 
pour  la  variable  a*.  Dans  tous  les  cas,  la  valeur  de  k„  «note 45. 
donnée  dans  (33)  pourra  être  transformée  en 

_ h  |  .  2/i»(a)i  Â  gn(«) (  1  +  r'n(a’))  —  N(i -f- \ gn(a)) 

1 ‘  ’  "  3„(«)(I  -^r’n(a))-N(-i^q'n(a))Zrn(a')  ' 

La  fraction  désignée  par  J.,  lorsque  n  dépasse  la 
limite  dont  il  s’agit,  devient  égale  à  1,  N  étant  supposé 
différent  de  1.  Nous  n’examinerons  pas  le  cas  où  N—  1 

31* 
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est  assez  petit  pour  que  la  différence  doive  i*l ci*  rousidérée 
comme  une  grandeur  d’un  ordre  plus  polit  que  1’unilé. 

L’équation  A  I  num  en  effet  toujours  lieu,  si 
q'n(a)  est  d’un  ordre  plus  élevé  que  l'unité,  ee  «pii,  sui¬ 
vant  (*.)!)),  est  le  cas  lorsque  n  «  est  positif  et  d'un  ordre 

*  noth  46.  plus  élevé  (jue  celui  de  a^.  Kn  outre,  «  e-t  si  grand*  dans 

la  somme  considérée  que  #/,»(«)  est  d’un  ordre  supérieur 
à  l’unité,  tandis  que  >•*(«')  et  >#(«'),  lorsque  la  différence 
«-  -a,  tant  positive  que  négative ,  est  d'uu  ordre  moins 
élevé  que  celui  de  «,  ne  peuvent  être  d'un  ordre  sujhW 
rieur  à  l’iinité.  delà  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  plus  liant 
(p.  478),  car  on  a  «  «'  w  »/  (,V  1  )«,  ou  le  dernier 

terme  ne  peut  être  d’uu  ordre  plus  petit  que  relui  de  «. 
Il  en  résulte  donc  que,  dans  le  eus  eonsidéré,  ou  doit 
toujours  avoir  J  1,  et  connue  les  mêmes  considéra¬ 
tions  peuvent  s'appliquer  a  la  valeur  de  s»  donnée  dans 
(33),  ou  aura 

U\  ■  t  ;  I  », 

Gos  deux  coefficients,  pour  w  »  «,  n  allant  eu  croissant, 

*  NOTB  tf.  convoitent  rapi«leuieut  vers  II*. 


Kn  nous  référant  à  ce  qui  précède  pour  le  ea-  de 
tkn  »*  t,  t,  non»  auroïc  a  mu  >id«*rer  la 

série 


ou  »,  est  lu  limite  supérieure  de  «,  en  deçà  d«*  laquelle 
ÿ*(«)  4»(«)  se  laissent  deJeruiiner  put  (67)  et  jtitf). 
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L’exposant  dans  cette  somme  est 

(** _  T  +  2  ^  ~~ Xn^ r±:  ((n  +  ^  ~  ï))*’ 

t  en  y  posant  n  =  v  -\-z  et  y-|-|  =  a  sin#,  le  coef- 
Lcient  de  0  en  négligeant  les  grandeurs  d’un  ordre  in- 
érieur  à  l’unité,  sera  égal  à  —  Par  conséquent, 

’il  doit  être  nul  ou  très  petit,  on  devra  prendre  le  signe 
upérieur  et  <p—ê  sera  nul  ou  très  petit*.  Il  en  résulte  *  note  48. 
[ue  les  composantes  du  mouvement  vibratoire  pourront, 

[’après  (80),  être  déterminées  par 


&  =  sin2^  cos^Ç, 

Yje  =  sin  <p  cos  <p  cos  (p  Q,  Ce  =  —  sin^sin^Ç, 

l’où  l’on  obtient  pour  les  composantes  par  rapport  aux 
Lxes  fixes 

&  =  0,  Y]e  =  si n<pQ,  Ce  *=  0. 


Gomme  <p—ê  est  très  petit  et  que,  par  suite,  on  peut 

1  1 

tilleurs  que  dans  l’exposant  poser  qn(a)  = 

it  n  =  a  sin  #  —  a  sin  <p ,  la  quantité  sin  cp  Q  se  laisse 

■éduire  à 


sin  cp  Q  —  rje 


«8 


2’/"', 


1/2  Tta  cos  (p  «2 


Fn  —  ht - g-  -|-  “  Xn{ct)  +  (^  +  i)  ^ 


expressions  qui  représentent  sous  une  forme  simple  le 
Dhénomène  complexe  qui  comprend  la  diffraction  de 
'ayons  parallèles  par  une  sphère  réfléchissante. 

Si  nous  considérons  d’abôrd  la  partie  de  la  somme 
)ù  n>«,  on  voit  que  >?„(«),  pour  des  valeurs  croissantes 
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de  n,  décroît  de  ~  jusqu’à  0.  On  en  obtient  une  déter¬ 
mination  plus  exacte  par  les  équations 


e2Àn(a)i  =  =  Lit. =_  |  l  a>2jïm[j.nla)-k»i 


1  —  tg  i  1  —  £ 


où  ftn(a),  pour  n  =  a,  a  pour  valeur  —  jlog3  et  dé¬ 
croît  rapidement  pour  des  valeurs  croissantes  de  n. 

Si  donc  on  pose  d’abord  dans  la  somme  considérée 
e%Àn{a)i  _  ^  puis  dans  l’exposant,  comme  à  l’ordinaire, 
n  =  v-j-2,  v+$  =  asinÿ,  le  coefficient  de  zi,  dans 
l’exposant  développé  suivant  les  puissances  de  z ,  devi¬ 
endra  f  —  &.  La  somme,  pour  <p  =  #,  sera  ainsi  rem¬ 
placée  par  l’intégrale 


Sn8—  a  sin$ 

(jct  —  aoQ&p- 

dze^ 

a—asin.# 


7 r  \ 

”4  2«  008  Çp/ 


•»V2» 


a  cos  <p 


qui,  par  la  substitution 


donne 


z 


a  cos  y,  -g 


a  sin  tp  —  a 
V&acosf  ’ 


tje 


%  [Ict—aQo&p  • 

zB' 


Vît 


7r+eË\ , 

4  '  yiae{ 


{ex— 4 


intégrale  qui  correspond  à  l’intégrale  (57)  lorsqu’on 
change  le  signe  de  i .  Il  résulte  du  calcul  de  cette  der¬ 
nière  intégrale  que  pour  e>0,  c’est-à-dire  quand  le  point 
est  situé  en  dehors  du  bord  de  l'ombre  géométrique  de 
la  sphère  (asinp>a),  l’intégrale  est  une  fonction  pério¬ 
dique.  En  dedans  du  bord  de  l’ombre  (e<0),  elle  est 
au  contraire  apériodique.  Au  bord  même  de  l’ombre 
(e  —  0),  on  trouve 

rjt  -  $ 
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Le  résultat  est,  sous  tous  les  rapports,  le  même  que 
celui  qu’on  obtient  pour  la  diffraction  de  la  lumière  par 
un  disque  plan  circulaire  placé,  au  lieu  de  la  sphère, 
dans  le  grand  cercle  auquel  les  rayons  incidents  sont 
tangents. 

La  seconde  partie  de  la  somme  considérée  plus 
haut  est 

( kt—Xn(a )  +  +  + 

m  —  0  a 

Si  l’on  y  pose  n  =  v-\-z,  v-\-$  —  a  =  asin#  et  qu’on 
se  serve  pour  p.n{a)  du  développement  (104),  le  coefficient 
de  z  dans  l’exposant  deviendra,  par  le  développement 
suivant  les  puissances  de  z,  [<p—&)i—  —  ,  où  r  —  + 

est  déterminé  par  (97)  et  est  de  l’ordre  de 

Si  <p  —  ê  est  d’un  ordre  plus  élevé  que  a~~i,  la  somme 
considérée,  en  ne  prenant  que  les  grandeurs  de  l’ordre 
le  plus  élevé,  pourra  être  exprimée  par 

1  fe-acos,?  +  a(?-fl)+(2m  +  l)|)i-flog3* 

^  9—è 

m  =as  0 

qui  est  d’un  ordre  moins  élevé  que  a%. 

Par  contre,  si  le  point  considéré  est  assez  voisin  du 
bord  géométrique  de  l’ombre  de  la  sphère  pour  que  <p— & 
soit  du  même  ordre  ou  d’un  ordre  moins  élevé  que 
on  aura  à  tenir  compte  de  tous  les  termes  du  dé¬ 
veloppement  de  l’exposant  suivant  les  puissances  de  z; 
mais  par  la  substitution  z  =  rx,  ils  deviendront  tous 
de  l’ordre  de  a0  et  l’intégrale  entière  sera  du  même  ordre 
que  r,  par  conséquent  de  l’ordre  de  «s*.  L’amplitude  cor-  *no,j 
respondante  pourra  être  exprimée  par 
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C 


aï 

Nacosy! 


? 


où  C  est  une  constante  numérique.  Un  calcul  plus  exact 
de  cette  constante  ne  présente  guère  d’intérêt,  car  on 
voit  facilement  que  cette  partie  du  mouvement  de  la 
lumière  ne  peut  être  que  très  minime  et  à  peine  obser¬ 
vable,  puisqu’elle  se  confond  avec  le  reste  de  la  lumière 
diffractée.  La  formule  montre  que  l’intensité  de  cette 
lumière  est  proportionnelle  à  la  puissance  §  du  rayon  de 
la  sphère  et  à  la  puissance  |  de  la  longueur  d’onde,  et 
inversement  proportionnelle  à  la  distance  du  point  con¬ 
sidéré  au  grand  cercle  auquel  les  rayons  incidents  sont 
tangents,  supposé  toutefois  que  cette  dernière  distance 
elle-même  ne  devienne  pas  très  petite. 

Enfin,  l’amplitude  vibratoire  correspondant  à  n<_a 
est  aussi  déterminée  par 


1/2  7ta  cos  (p  % 

sommation  dans  laquelle  >î*(a),  pour  des  valeurs  crois¬ 
santes  de  n,  décroît  d’une  grande  valeur  indéterminée 
jusqu’à^.  En  posant  n  =«  v  —  z,  v  +  «  asinÿ,  on 

obtient 

i  [*5  (kt—acQS&Jra(<p—&)  *(«)-— -j  —(<?—&)  z) 

7]e  —  ■  :=  \az  eK 

l/2îracosjp  J0 

où  Xv_g(a)  peut  être  développé  suivant  (103).  On  voit 
maintenant  que  ce  cas  correspond  entièrement  à  celui 
qui  a  été  traité  plus  haut,  et  que  le  résultat  peut  être 
présenté  sous  la  même  forme.  Cette  partie  du  mouve¬ 
ment  de  la  lumière  correspond  à  la  diffraction  des  rayons 
totalement  réfléchis  sous  une  incidence  rasante.  L’in- 
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tensité  de  ces  derniers  rayons  décroît  à  mesure  que 
l’angle  d’incidence  croît;  cependant,  à  cause  de  la  dif¬ 
fraction,  cette  intensité  n’est  pas  nulle  au  bord  géomé¬ 
trique  de  l’ombre,  mais  devient  une  grandeur  de  la  même 
espèce  que  l’intensité  des  rayons  diffractés  considérés 
plus  haut,  après  quoi  elle  décroît  rapidement  en  dedans 
du  bord  de  l’ombre. 

Les  sommations  par  rapport  à  n  n’ont  encore  été 
faites  que  jusqu’à  la  limite  supérieure  n  =  nQ;  mais, 
comme  nous  l’avons  déjà  fait  observer,  les  coefficients 
hn  et  s„,  pour  n  >  a  et  pour  des  valeurs  croissantes  de  n, 
convergeront  rapidement  vers  0.  Cette  partie  des  sommes 
sera  donc  en  général  une  quantité  extrêmement  petite. 

7.  Quantité  de  lumière  émise .  a  très  petit.  Système 
de  petites  sphères. 

Toute  la  lumière  émanée  de  la  sphère  éclairée  est 
supposée  recueillie  sur  le  côté  intérieur  d’une  surface 
sphérique  concentrique  placée  à  une  distance  infinie  de 
la  sphère.  En  désignant  par  L  la  quantité  totale  de 
lumière  recueillie,  par  r  le  rayon  infini  de  la  sphère  et 
par  I  l’intensité  de  la  lumière  à  la  distance  r,  mesurée 
par  le  carré  de  l’amplitude,  L  pourra  être  défini  et  dé¬ 
terminé  par 

j L  =  r2[$m(pd<p[d(l)I.  (109) 

•/O  «Jo 

D’après  les  équations  (17)  et  (31),  les  composantes  du 
mouvement  vibratoire,  pour  a  —  et  r  infiniment 

A 

grand,  peuvent  être  exprimées  par 
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£«  =  0,  Yje  = 

C.= 


PP„ 


y4ï±i(i,  . 

a  ^Lmi  n[n-{~\)\  dp 


~Sn 


dPn 


$\TUpd(f 


i  sin^ 


V 


2) 


_  M-a)i  y  .  M,u  i  V  l y  ...  . 

a  n(n-f- 1)  \  wsin^c^? 


-  Sn  ' 


<PP, 


d<p2 


où  hn  et  §n  sont  des  grandeurs  complexes,  dont  nous 
désignerons  le  module  par  îcn  et  sn .  Si  maintenant  on 
détermine  I  par  la  somme  des  carrés  des  amplitudes  de 
ces  composantes,  l’équation  (109),  après  qu’on  aura  fait 
l’intégration  par  Rapport  à  donnera 


L 

47T 


dP„ 


dcp 2  '  nsin^  d<p 


))' 


Chacun  de  ces  carrés  peut  aussi  être  exprimé  comme 
un  produit  de  deux  sommes  avec  les  variables  n  et  m, 
et  en  remarquant  que  l’on  a 


^  sin  <p  dp  ^ 


JP»  d2Pm  1  dPn  dPm\ 
d<p 2  dcp 2  'sin2  <p  dcp  dcp  J 


0  quand  m 


> 

< 


*  JtfOTE  51. 


SM 


— p;--— . . —  quand  m 

%n-\- 1  H 


dTn  dPm  ,  dPn  d2Pm 


dp2  dp  dp  dp2 


O*, 


on  trouvera  que  la  quantité  de  lumière  L  est  déter¬ 
minée  par 

i  =  è  (no) 

Les  expressions  générales  (33)  des  coefficients  kn  et 
sn  peuvent  aussi  être  misés  sous  la  forme 


493 


1  _Wn{a)Vn(a!)--Nwrn(a)vn(d) 

1  +*>*»’  P*  ~  vn(a)v^a')~Nv'n(a)vn(a')'  1  j 

1  _  Nwn(a)vn(a!)—Wn(a)vn(a!)  /110)x 

;  1  +  2»*’  Nvn(a)v'n{d)--v'„(a)vn{a!Y  1 ] 


Le  modale  de  ces  coefficients  est  donc  moindre  que  1, 
excepté  dans  les  cas  où  l’on  a  pn  =  0,  ou  }„  =  0, 
valeurs  auxquelles  correspondent  respectivement  Jcn=  —1 
et  sn  =  —1. 

Nous  déterminerons  maintenant  le  mouvement  de 
la  lumière  dans  le  cas  où  le  diamètre  de  la  sphère  éclairée 
est  très  petit  en  comparaison  de  la  longueur  d’onde  de 
la  lumière  incidente,  de  sorte  que  a  devra  être  considéré 
comme  un  nombre  assez  petit  pour  que,  dans  les  déve¬ 
loppements  suivant  les  puissances  de  a,  on  ne  doive  prendre 
en  général  que  le  terme  qui  renferme  la  plus  petite  puis¬ 
sance  de  a .  Par  contre,  nous  ne  ferons  provisoirement, 
relativement  à  a',  aucune  supposition  restrictive*. 

D’après  les  développements  en  série  (22)  et  (24),  on 
aura,  en  ne  prenant  que  le  premier  terme  des  séries, 


i>n(a) 

Wn{a) 


r.W  +  1 


i-3...2»+r 
1-3...2»— 1 


v'n(a) 


(w  -|-  1)  a” 

i-3...2»+r 


w'n(a) 


— n 


1-3...2»— 1 

a”+l 


En  substituant  ces  valeurs  dans  (111)  et  (112),  on  verra 
que  hn  et  s„  deviennent  en  général  des  grandeurs  très 
petites  de  l’ordre  de  a2n+1.  On  trouvera  en  effet 


'  l8-38...(2»-l)2(2n+l)  q'g;(q')  +  ffVt  »«(«') 

a2”+1  a’v'„(a)—N\n^-\)vn(a')' 

l8. 32. . .  (2  n- l)2  (2  n  + 1)  «'  v’R(ar)  +  nvn(a’) 

2"  a2 "+‘  ‘ av'n(a)  —  (n  +  1) »„(«') 5 

dans  la  dernière  expression,  on  peut  aussi  poser 


NOTE  52. 
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d  #»(</)  -f"  MVn{ü-)  —  a  )  ? 

dvfn(d)  —  (ft  “4”  1)  ===  i(a  )  * 

Par  conséquent ,  abstraction  faite  des  cas  particuliers, 
les  développements  (31)  de  JC  et  de  S  se  réduiront  au 
premier  terme,  correspondant  à  n  —  1,  terme  où  entrent 


,  .  d  dv' (d)  —  %N\(d) 

^  “ 1 3  *;m+W’ 


«  **(«')  . 
3  vjtcty 


après  quoi  les  composantes  du  mouvement  vibratoire 
â,  3^,  $  se  laissent  facilement  déterminer  à  l’aide  des 
équations  (17). 

Si  maintenant  d  est,  de  même  que  a,  une  grandeur 
très  petite,  \  pourra  se  réduire  à  la  forme 


.%d  N2—l 
*  3  ’i\P+2’ 


tandis  que,  pour  d  très  petit  ou  si  d  est  une  racine 
de  l’équation  v2(d)  =  0,  on  obtient  s1  •■=  0. 

Dans  ce  dernier  cas,  7je,  d’après  les  équations  (17), 
sera  toujours  proportionnel  à  cosçp ,  d’où  il  suit  que  les 
vibrations  de  la  lumière  réfléchie  perpendiculairement 
aux  rayons  incidents  seront  dirigées  perpendiculairement 
au  plan  d’incidence,  et  que,  par  conséquent,  la  lumière 
sera  entièrement  polarisée  dans  ce  plan.  Il  va  sans  dire 
que  cela  aura  lieu  aussi  si  la  lumière  incidente  n’est  pas 
polarisée. 

Les  données  restant  les  mêmes,  la  même  loi  doit 
également  être  applicable  si,  au  lieu  d’une  sphère  isolée, 
nous  nous  représentons  un  assemblage  de  sphères  sem¬ 
blables,  séparées  les  unes  des  autres  et  disposées  sans 

aucun  ordre.  Si  nous  posons  en  outre,  dans  l’expression 
2  TT  B 

de  a  =  ,  B  étant  le  rayon  de  la  sphère,  on  voit 

/ 
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({ue  le  mouvement  de  la  lumière  en  un  point  arbitraire 
hors  de  la  sphère,  abstraction  faite  de  la  lumière  inci¬ 
dente  et  des  coordonnées  du  point,  dépend  seulement 
jV*-—  1 

de  la  grandeur  _j_*0)  R’-  Maintenant,  dans  le  système 

de  sphères  ci-dessus  mentionné,  concevons  que,  la  si¬ 
tuation  de  leurs  centres  restant  la  même,  leurs  rayons 
croissent  jusqu’à  qui  cependant  doit  toujours  être  très 
petit  en  comparaison  d’une  longueur  d’onde,  tandis  que 
leur  indice1  de  réfraction  passe  de  N  à  Nt;  si  ce  chan¬ 
gement  s’opère  de  manière  qu’on  ait  toujours 


le  mouvement  de  la  lumière,  en  dehors  des  sphères  et 
partout  en  dehors  du  système,  ne  sera  pas  influencé  par 
ce  changement.  Si  if,  devient  égal  à  la  plus  petite  demi- 
distance  moyenne  des  centres  des  sphères,  le  système 
correspondra  à  très  peu  près  à  un  milieu  homogène  avec 
l’indice  de  réfraction  Nv  De  là  on  peut,  encore  conclure 
que  si  les  sphères,  dans  le  système,  restent  les  mômes 
tandis  que  la  densité  dl  de  ce  dernier  varie,  l’indice 
de  réfraction  A”,  du  système  variera  de  manière  que 
N*~~  1  1 

'N*  ]  Ad  rt’s*‘‘ni  ‘'«Mutant  (ef.  .Théorie  de  la  dispersion  “). 

La  quantité  totale  de  lumière  émise  par  une  sphère 
isolée  sera,  d’après  (110),  déterminée  par 


2  JIV/JV*-  1\* 
lin  \N*  }  2/  1 


et ^4  désignant  le  nombre  de  sphères  dans  Limité  de  volume, 

AL  sera  la  quantité  totale  de  lumière  rayonnée  par 
chaque  unité  de  volume  du  système*,  dette  grandeur  est  *  note  bs. 
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le  coefficient  d’absorption  du  système,  et  si  on  la  désigne 
,  .  .  'ïnli 

par  h,  a  étant  en  môme  temps  exprime  par  ,  on  aura 


h  =  AL  =  A-gp-  ’  A  4jr/fJ  ' 


Il  en  résulte  que  le  coefficient  d’absorption  est  inverse¬ 
ment  proportionnel  à  la  quatrième  puissance  de  la  lon¬ 
gueur  d’onde  (loi  do  Rayleigh*).  Réciproquement ,  le 
coefficient  d’absorption  h  du  système  et  son  indice  de 
réfraction  étant  donnés,  on  pourra,  avec  nos  données, 
déduire  le  nombre  de  sphères  par  unité  de  volume  et  une 
limite  inférieure  de  leur  grandeur,  car  on  tire  des  équa¬ 
tions  précédentes 


A  = 


h  ?  t)  {n*  j-a),  h  a  n\ 
“  32  TT4  (A’î  ■  l)  (N*  1) 


Gomme  exemple,  nous  prendrons  l'indice  de  réfrac¬ 
tion  et  le  coefficient  d’absorption  de  l’air  atmosphérique 
à  la  pression  ordinaire,  à  savoir  Nt  *<—  Rooosu  et  Ah* 
=  0,OG17,  10~8mm  étant  pris  pour  unité  do  longueur. 
Avec  ce  dernier  coefficient,  11,8%  de  lumière  nvee  la 
longueur  d’onde  680  et  deux  fois  plus  avec  A  ■  4HO 
seront  absorbés  sur  une  étendue  de  H  kilomètre':. 

Ces  valeurs ,  étant  substituées  dans  les  équations 
précédentes,  donnent 


A  =  0,0168,  R  -  0,141  *  O, Ht , 

c’est-à-dire  par  millimètre  cube  uu  nombre  de  O, oins  •  K)»* 
sphères  avec  un  rayon  d’au  moins  0,i4t*  10*  *“*.  A  ces 


*  J-W.Strutt:  Pliil.  Mag.  41,  février,  avril,  juin  1871. 
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valeurs  correspond  «  =  0, 00153  pour  =  580  et  a.  =  0, 00185 
pour  À  =  480. 

Très  différent  de  ce  mouvement  de  la  lumière  est 
celui  qui  se  produit  dans  les  cas  particuliers  où  l’on  a 
pn  =  0  ou  qn  =  0,  lesquels  se  présentent  pour  toute 
une  série  de  longueurs  d’onde.  A  ces  cas  correspondent, 
d’après  les  équations  (111)  et  (112), 

wn(a)  v'n(a')  —  Niv'n(a)vn(a!)  =  0, 

Nwn(a)  v'„(a') —  w'n(a)vn(a')  —  0. 

La  première  de  ces  équations  correspond  approximative-  ' 

ment  à  vn(a')  =  0,  la  seconde  à  0„-i(a')  =  0*.  En  posant  *  note  54. 
pour  plus  d’exactitude  dans  la  première  équation  a!=  /9+e, 

/9  étant  une  racine  de  l’équation  vn(j9)  =  0,  on  obtient 
par  un  développement  suivant  les  puissances  de  e  et  en 
négligeant  les  termes  qui  renferment  une  puissance  de  e 
plus  grande  que  la  première, 

_  Wn(a)  _  _  a_ 

e  ~  —  ~~m- 

Si  Téquation  donnée  est  q„+i  =  0,  à  cette  équation 
correspondra,  si  l’on  prend  les  deux  premiers  termes 
du  développement  de  wn+l(a)  et  de  w'n+i(a), 


où  l’on  a 
et 


Vn+i(a' )  =  —  v'Ja!)  +  üzhl  vn(a') 


(»+i  y 


l)*»(«0  +  ^  *-(«')• 


A  l’aide  de  ces  équations,  on  trouve  avec  le  degré  d’ap¬ 
proximation  voulu 


(2  »  -j- 1)  a'vn(a')  +  «V„(«')  =  0 . 


498 


Si  maintenant  on  pose  a'  =  $  +  «'»  vn{fi)  étant, 
comme  auparavant,  égal  à  0,  on  obtient 

,  a2  a 

e— — (2w+l)«'—  tf(2»  +  l)‘ 

Les  racines  de  —  0  et  de  qn+ 1  =  0  sont  donc 
très  près  d’être  égales,  mais  sans  l’être  exactement,  et 
la  différence  entre  deux  racines  correspondantes  est 


j  g(w  +  1)  (n  ->01 

Ê_e  —  Nn(%n+\)  ( 

En  désignant  les  variations  correspondantes  de  la 
longueur  d’onde  par  d  et  d',  on  a 

_e _ à  fl=_^ 

A’  (3  A 


t-ÿ  = 


Àa(n-\- 1)  ;r2  4 -R*  n-\- 1 

y9iVw(2n+l)  =  »(2«+l)  ' 


Le  tableau  suivant  donne  les  cinq  plus  grandes 
valeurs  de  —  pour  n  —  0,1, 2, 3,  /?  étant  une  racine  de 
l’équation  vn(0)  =  0: 


n  =  0 

n  ==  1 

»  =  2 

n  =  3 

1 

0,6992 

0,6461 

0,4496 

O,6000 

0,4067 

0,3464 

0,3016 

0,3383 

0,2881 

0,2649 

0,2293 

0,2600 

0,2233 

0,2026 

0,1866 

0,2000 

0,1828 

0,1681 

0,1661 

On  voit  maintenant  que  la  plus  grande  différence 

JT 

d— d*  dans  la  longueur  d’onde  correspond  à  =  0,6992 
et  à  n  —  1.  En  prenant  pour  exemple  B  —  0,141  et 
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A  =  580,  on  trouve  d—d'  =  0, 000045,  nombre  13000 

fois  plus  petit  que  la  différence  (0,6)  entre  les  longueurs 

d’onde  des  deux  raies  Dx  et  D2  du  spectre  solaire. 

Dans  un  système  de  sphères,  il  se  produit,  dans  les 

cas  particuliers  considérés  ici ,  des  raies  d’absorption 

lorsque  la  lumière  blanche  transmise  est  décomposée 

en  un  spectre.  En  effet,  tandis  que  la  quantité  de 

lumière  rayonnée  de  chaque  sphère  est  en  général,  comme 

nous  l’avons  vu,  une  grandeur  très  petite  proportionnelle 

à  R\  elle  devient,*  pour  pn  =  0  ou  qn  =  0,  égale  à 

c’est-à-dire  aussi  grande  que  la  quantité  de 
Zn 

lumière  incidente  qui*  sans  déviation,  tomberait  sur  une 

sphère  dont  le  rayon  serait  — Comme,  dans 

7 1 

notre  système,  les  distances  moyennes  des  sphères  voi¬ 
sines  sont  supposées  beaucoup  plus  petites,  on  voit  que 
le  système  peut  être  regardé  comme  à  peu  près  impéné¬ 
trable  à  cette  espèce  de  rayons.  On  remarquera  en 
même  temps  que  les  raies  d’absorption  correspondant  à 
qt  =  0,  c’est-à-dire  à  v0(jï)  =  0,  sont  simples  et  toutes 
les  autres  doubles. 

Si  l’on  a  déterminé  dans  un  système  une  série  de 
longueurs  d’onde  de  raies  d’absorption,  elles  pourront 
être  rapportées  aux  inverses  des  racines  de  l’équation 
vn(J3 )  =  0,  où  n  =  0,  1,2,  . . .,  en  les  multipliant  par 

N 

un  même  facteur  constant.  Ce  facteur  étant  égal  à 

il  sera  donc  possible,  à  l’aide  de  ce  facteur,  de  l’indice 
de  réfraction  et  du  coefficient  d’absorption  du  système,  de 
déterminer  toutes  les  constantes  de  ce  système,  à  savoir 
le  nombre  de  sphères  par  unité  de  volume,  leur  grandeur 
et  leur  indice  de  réfraction. 

32 
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On  pourra  aussi  dans  ce  but  employer  des  mesures 
de  la  largeur  des  raies  dont  le  calcul  peut  se  faire 
comme  il  suit. 

Si  la  longueur  d’onde  À  correspond  à  pn  =  O,  lu 
valeur  de  p„,  pour  une  longueur  d’onde  voisine  À  S, 
*  nota  55.  sera  déterminée  par* 


Pn  —  — 


L.^2  N 
da  da! 


-0 

ad 


r*39...f2w  — IV  AT* _ 1 

- . -ÿn-M . 1  ■  («A"'  !'  «(«-I  0)  ' 


De  même,  si  ;  correspond  à  g„  —  0,  la  valeur  de 
gn,  pour  une  longueur  d’onde  i-f-d,  sera  déterminée  par 


2» 


l1-?.  (2n-l)* 


~2«— 1 


(M‘~~  1) 


r 


Bien  que  â  soit  considérée  comme  une  petite  grandeur, 
elle  pourra  cependant  toujours  être  supposée  assez  grande 
pour  que  pn  et  g»  soient  très  grands  par  rapport  à 

1  unité,  de  sorte  que  k„  et  sn  pourront  être  déterminés 
par 


Pour  un  système  de  sphères,  les  coefficients  d’absorp¬ 
tion  correspondants  seront  exprimés  par 

P»  2jr  g»  2»  • 

Nous  pouvons  maintenant,  dans  le  spectre  de  la 
lumière  transmise,  considérer  les  deux  limites  d’une  raie 
d’absorption  comme  les  points  où  l’intensité  de  la  lu¬ 
mière  est  réduite  à  une  fraction  constante  et  la 
largeur  de  la  raie  pourra  alors  être  déterminée  par  la 
différence  2d  entre  les  longueurs  d’onde  en  ces  deux 
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points.  En  désignant  par  x  la  distance  parcourue  par 
un  rayon  du  système  considéré,  on  aura . 


Ax  /(2m-|-1) 
jp»  2ît 


et  c  = 


Ax  1) 


En  substituant  dans  ces  expressions  les  valeurs  de 
jp»  et  de  q„  trouvées  plus  haut,  on  voit  que  la  largeur 
des  raies  est  toujours  proportionnelle  à  la  racine  carrée 
du  chemin  parcourru,  comme  aussi  à  la  racine  carrée 
du  nombre  de  sphères  par  unité  de  volume. 

La  raie  la  plus  large  correspond  à 


ce  qui  donne 


an — (x  ô; 


/QnAx 


Pour  A  =  0,0168,  B  =  0,141,  X  =  580,  x  =  101 
ou  10  mètres  et  c  =  0,698,  correspondant  à  une  absorp¬ 
tion  de  50  °/o  aux  bords  de  la  raie,  on  trouve 


valeur  qui  correspond  à  une  largeur  4,8  fois  plus  grande 
que  la  distance  entre  les  deux  raies  D1  et  D,  du  spectre 
solaire.  Il  n’est  pas  sans  intérêt  de  remarquer  que 
peut  aussi  être  calculé  directement  au  moyen  du  coefficient 
général  d’absorption  h,  sans  qu’il  soit  besoin  de  connaître 
les  autres  constantes  du  système,  N  pouvant,  dans  l’expres¬ 
sion  de  h ,  être  considéré  comme  un  très  grand  nombre. 

Les  raies  d’absorption  peuvent  ainsi  être  très  larges 
et  présenter  plutôt  le  caractère  de  bandes  d’absorption, 
lorsque  a!  est  une  des  plus  petites  racines  de  l’équation 

32* 
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„  (^)  =  0.  Mais,  si  a!  est  une  des  racines  des  équations 

®V)>  ®2(«')  =  les  raies’  aYec  les  constantes  numé_ 

riques  prises  ici  pour  exemples,  seront,  même  dans  les 
cas  les  plus  favorables,  réduites  à  des  lignes  d  une  lar¬ 
geur  à  peine  mesurable,  ce  qui,  bien  entendu,  n’empêche 
pas  qu’elles  ne  puissent  être  visibles. 

Mon  intention ,  en  calculant  le  mouvement  de  la 
lumière  dans  un  système  de  petites  sphères,  n’a  pas  été 
d’en  donner  une  détermination  exacte ,  ce  qui  eût  exigé 
un  plus  grand  appareil  mathématique.  J’ai  seulement 
cherché  à  mettre  en  evidence  ce  que  présente  de  parti¬ 
culier  ce  mouvement  de  la  lumière,  qui,  pour  une  sphère 
isolée,  se  laisse  déterminer  exactement  et,  par  là,  devient 
aussi  calculable  dans  ses  parties  essentielles  pour  un  assem¬ 
blage  de  sphères,  le  but  de  ce  travail  ayant  été,  en  partie, 
de  montrer  la  possibilité  d’arriver,  par  les  propriétés  op¬ 
tiques  du  système,  à  la  connaissance  des  éléments  qui, 
par  leur  petitesse  même,  échappent  à  l’observation  directe, 
en  partie  d’appeler  l’attention  sur  la  frappante  analogie 
qui  se  manifeste  entre  les  propriétés  optiques  du  système 
et  celles  des  gaz. 
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NOTES. 

NOTE  1.  La  traduction  de  ce  mémoire  a  été  faite 
par  feu  M.  Frisch  et  approuvée  par  Lorenz  lui-même. 

NOTE  2.  Les  dérivées  partielles  par  rapport  aux 
autres  coordonnées  polaires  sont  au  contraire  toujours 
finies. 

NOTE  3.  <p  désigne  l’angle  que  fait  r  avec  l’axe 
des  x ,  (p  l’angle  que  fait  le  plan  qui  passe  par  r  et  x 
avec  le  plan  des  xy. 

NOTE  4.  On  a 

rj  =  xe+yy  +  zÇ, 

4(rf)  = 

NOTE  5.  Le  symbole  peut  être  exprimé  en 
coordonnées  polaires  par 

1  82(ru)  1  82u  cot  <p  du  1  dhi 

*U  r  .  ôrz  '  r 2 8<p2  '  r 2  8 <p  ‘  r2 sin2^  8<j?  ’ 

et  comme  les  dérivées  par  rapport  à  <p  et  <p  sont  partout 
finies,  l’expression 

82(r2Ç)  8  (r26) 

8r 2  8r 

sera  par  conséquent  aussi  finie. 

De  la  même  manière  on  reconnaît  que  les  expres¬ 
sions  suivantes  sont  partout  finies. 
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NOTE  6.  I  est  défini  comme  le  coefficient  de  x 
dans  l’expression  mais  Lorenz  se  sert  en  général 

de  la  lettre  l  pour  désigner  la  quantité  où  i  est  la 

A 

longueur  d’onde. 

NOTE  7.  On  suppose  dans  ce  qui  suit  que  £,  y,  Ç 
sont  de  la  forme  <peu\  où  <p  est  fonction  de  x ,  y ,  »,  mais 
non  de  L  Dans  cette  hypothèse  les  équations  différen¬ 
tielles  prendront  la  forme 

At-fx+n-o, 

Gomme  6  est  nul,  on  voit  facilement  qu’on  peut  écrire 

_  8C_dB  _d_A_d_Ç  r  —dJt  dA 

“  dy  dz'  Ve  ~  dz  ôx  ’  C<  ~  8x  !hj  ' 

Si  l’on  introduit  ces  quantités  dans  les  équations  (1), 
celles-ci  prendront  la  forme 


fl  (4 ,c+PO) 

d(A,B-\-l2B) 

dy 

dz 

Ô{A%A  +  ?A) 

d{A£+VC) 

dz 

dx 

d(Aj3+l‘B) 

d{AlA-\-liA) 

dx 

dy 

On  satisfait  à  ces  équations  de  la  manière  la  plus  géné¬ 
rale  en  posant 
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,  du 
AAJrlA  —  fa' 

«  étant  une  fonction  arbitraire. 

Mais,  en  posant 

'  -  -  VJ+*», 

on  aura  en  vertu  des  équations  (10) 
AtA-\-FA  =  2  -K- , 


et  de  la  même  manière 


A,B  +  rB  =  2 


88 


\c+rc-ig. 


Les  équations  (1)  sont  donc  satisfaites  par  les  valeurs 
de  A,  B  et  C  données  par  les  équations  (9).  Reste  en¬ 
core  à  décider  si  ces  solutions  des  équations  (1)  sont  les 
plus  générales.  Mais  on  peut  remarquer  que  y,  C 
sont  tous  trois  solutions  de  la  même  équation  aux  dé¬ 
rivées  partielles,  et  qu’ils  sont  liés  en  outre  par  l’équaüon 


dx'dy'  dz 


0, 


par  quoi  l’on  reconnaît  qu’ils  peuvent  être  exprimés  par 
deux  intégrales  de  l’équation  Jtu  +  Pu  ==  O,  et  que  A, 
B,  C  étant  exprimés  par  deux  intégrales,  indépendantes 
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l’une  de  l’autre,  de  cette  équation,  les  expressions  $,  y, 
C  sont  vraisemblablement  les  solutions  les  plus  générales 
des  équations  (1). 


NOTE  8.  On  trouvera 


£  = 


sa  s(  xTr+ydTr+‘Tr) 


ôx 

ÔQ 


ôs 

'  Ôz 


ô 


(  8Jl\ 

Y  ôr  .ni  88  8S 

.xàiQ  +  z  y 


Ôx ^  êx  ÿÔz' 

et  la  composante  de  la  rotation  sera 


J  ÔS  ÔS  ÔS\ 

8AJjl  _  JUQ) ,  J(AQ) ,  ss  à{xex+ÿTy+zdz) 

dy  Ôz  ôy  y  Ôz  +  ôx  ôx  1 


.p(vM-gW\Æ+ 

v  ôy  )  ôx+ 


Ôz  ôx 

ds\^ 

-xA.S. 


S 


('£) 


ôx 


En  remarquant  encore  que 

Av  =  —  ~L  -  —  j_  ,  c°tçp dw,  1  ffu 

a  ôr*  r  ôr  r*  ~ô<pl  ~ô<p  r'sin8^  ôfî 

iy(m)  ■  1  g(sil^ë)  t  9% 

r  dr*  '  r*sinÿ5  ô<p  '  r*mn^  ’ 


on  obtiendra  facilement  l’expression  donnée  dans  le 
texte. 


NOTE  9.  Gomme  on  a  l  «—  «,  a',  a,  a'  dé¬ 

signent  des  distances  mesurées  par  les  longueurs  d’onde 
(divisées  par  2  n)  comme  unités. 

NOTE  10.  On  déduit  facilement  au  moyen  de 
l'équation  différentielle  (21)  que 
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fln+i 


=  — an+2  - 


aw+1 

da 


t  comme  vQ  =  sina,  on  en  conclut  les  relations  (23). 
>e  la  même  manière  on  obtient  les  expressions  (25),  en 
^marquant  que 


Wn+l  =  —  an+2 


@n- f-1 

da 


t  que  w0  =  cos  a. 

NOTE  U.  On  reconnaît  facilement  que,  un  étant 
intégrale  générale  de  l’équation 


i  fonction 


d*un  /«(«+!)  t\.. 


a  d<p  w 


atisfait  à  l’équation 


du 


1 


==  V 


r  ôr 2  ~  r2s\nip  bp  r2  sm2^c^' 

1%)  ,  1  4^),  1 


1  ô2u  n 
{-l*u 


a2sin2^  bip  1  a2sin2^  bip2 


-  0, 


t  par  suite  que  les  expressions  (29)  satisfont  aux  équa- 
ions 

J.K+PK^O, 

4  S  +  FS  =  0; 

nais  il  est  bien  possible  que  ces  expressions  ne  soient 
>as  les  solutions  les  plus  générales  des  deux  équations 
[ui  peuvent  (par  un  choix  convenable  des  constantes) 
atisfaire  à  toutes  les  conditions  aux  limites. 
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NOTE  12.  Les  équations  (32)  ne  peuvent  pas  di¬ 
rectement  être  déduites  des  équations  de  condition. 

Celles-ci  donneront 


dl 

fd.a(K+KJ 

\ 

JÔ{a’K’y 
\  arda’  , 
b<p 

\ 

(1)  - 

{  aba 

bp 

1  ,  HS+SJ 
'  sin  <pb(j) 

!  88' 

'  sin  fdp' 

'8.a(K+Ka\ 

(d(a>K') 

\  a'da'  , 

\ 

(2)  J 

K  aba  j 

1  Ô(S+SJ 

I  dS' 

si  npbp 

df 

sin  (p  bip 

df  ’ 

d( 

'd.a{8+sy 

\ 

d(  d(a'S')  \ 

I 

(3)  — 

,  Sa  J 

I  d.«(Mo) 

l  da'  j 

1  d(a'K') 

sin  f  dtp 

df 

sin  (p  bp 

df  ’ 

â( 

'  d-a(S+S0)  ' 

bp 

(4)  J 

da  j 

bip 

‘  .  d-a(R+Ko) 

'  sin  fdtp 

1  d{a'K') 

‘  si rupbtp  * 

En  vertu  des  équations  (26),  (29),  (30),  on  aura 


£■=  œsp2KndPn(^os^ , 

r  i  df  ’ 

S  =  sin  <p  2  Sn  — ”  ^cos 

T  i  df  ’ 

et  les  expressions  analogues  pour  Z0,  5,,  K',  S',  les  coef¬ 
ficients  ÜT„  et  5»  étant  indépendants  de  f  et  <p. 

Si  l’on  pose 

ld(aKn)  1  d(aE0.n)  1  d{a'K’n) 

a  da  '  a  da  a'  da' 

et 

£»+$>,»  —  S'n  ==  (S„)  , 

où  K0tn,  El,  S„,  S0, n,  Sâ  sont  les  coefficients  analogues 
à  Kn  et  Sn  correspondants  à  K„  K’,  8,  8t,  S\  les  équa¬ 
tions  (1)  et  (2)  peuvent  s’écrire 
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<5> 

<e>  S^+S^w-0- 

Si  l’on  pose  cos  $5  =  x,  on  aura 
dPn 

et  d<P 


dPn  .  dPn 


cPPn  dPn  <PPn  dP„ 

n?  -  -I-sr+<‘-^3?-*-3F-”<”+1>p"' 

et  l’équation  (5),  en  vertu  de  la  relation 


peut  s’écrire 

00 


II 

qîL§ 

h 

=  nPn- 

|  dP n — 1 

^  dx  ’ 

dPn-i 

dx 

-n*pny 

00 

~]£{Sn) 

dx 


0. 


Par  intégration  entre  les  limites  —  1  et  x,  on  ob¬ 
tiendra 

(P”+1-P«-0)  -J£(kn)Pu 

00 

+  ^-im„)+(-i)B(S»))  =  0. 

Comme  le  coefficient  de  P„  doit  être  nul,  on  en  déduit 

p>  -  «■ 

relation  valable  pour 


01U 


»  =  1,  %  •  -  ,  00, 
et 

(8)  *(ZJ  +  |(_l)-(Z,)  +  |(_l).(S;)  =  0. 

Par  intégration  entre  les  limites  x  et  1,  on  auri 
obtenu  le  terme  constant 

(9)  -*(*,)  + =  0. 

De  même  l’équation  (6)  donnera 

(10)  ëp'Vvo ~(Sh-°  fer  -  ^  =  °’ 

O1)  M^+i^-imj+irç-iW)  =  o, 

2  1 

(12)  -}(SJ+2(Sn)~2(KJ  =  0. 

Des  équations  (8)  et  (11)  on  déduit 
(Xj-iSJ  =  0, 
et  des  équations  (9)  et  (12) 

(^4 -(SJ  =  0, 

et  par  conséquent 

(KJ  =  0,  (SJ  =  0. 

Si  dans  les  équations  (7)  et  (10)  on  fait  n  =  1,  c 
obtiendra 

(KJ  =  0,  (SJ  =  0, 

et  l’on  reconnaîtra  que  toutes  les  quantités  (Kn)  et  (8 
s’évanouissent,  par  où  l’on  voit  qu’on  aura  1 

S.4-S  =  S'  et  1  g,a(-go+-g)  __  1  d(a'K') 
a  ôa  a!  bal 
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Par  un  procédé  analogue  on  pourra  déduire  la  pre- 
ière  et  la  quatrième  équation  (32)  des  équations  (3) 
(4). 

Du  reste  on  voit  qu’on  peut  se  passer  des  équa- 
)ns  (32),  les  équations  (A\)  =  0,  (S,)  =  0,  etc.,  don- 
int  immédiatement  les  quatre  équations  d’où  sont 
iduites.les  équations  (33). 

NOTE  13.  v»  et  wn  étant  deux  intégrales  de  l’équa- 
m 

î  aura 

"  "  A 

VnWn  —  VnWn  =  V 
Vn  Wn  WnVn  =  C  , 

étant  une  constante.  Si  Ton  pose  a  =  co,  on  obtiendra 

(  nn\  , 

wn  =  cos(  a - ^-1  =  Vn, 

Vn  =  — Wn  =  sinla  —  -J- J, 

:  par  conséquent 

c  =  1. 

NOTE  14.  Les  expressions  trouvées  par  Lorenz  pour 

^primer  la  moyenne  de  différentes  fonctions  ne  peu- 

ent  être  considérées  que  comme  approximativement 

pactes  et  ne  peuvent  pas  être  démontrées  avec  rigueur, 

e  qu’on  voit  déjà  par  la  définition  des  quantités  œ. 

Quant  à  la  valeur  de  ie^x^dx,  cette  fonction  peut, 
•)&> 

omme  le  dit  Lorenz,  si0</u<  1,  être  développée  en  une 
érie  semi-convergente,  à  savoir  • 
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Cgsi^-i  gx  _  — 1)  ^A-2 _ i(n-l)  (u- 2)  «u^3. . .) 

«J  <*> 

+  ?*n“1(// —  1)  (/* — 2) . . .  (/*  — n + 1  )  i6Wt*  ^~n  dx . 

Jw 

Si  û>  est  suffisamment  grand,  et  que  w  ne  le  soit  pas 
trop  en  comparaison  de  cy,  la  dernière  intégrale  peut 
être  considérée  comme  négligeable.  Considérons  la  va¬ 
leur  moyenne  de  où  fi  est  positif.  Cette  valeur 

est  exprimée  par 


S  £02 

gü>i  ^  p.  dÿj 

M  =  -2ï - , 

£y2  — Û>1 

où  co1  et  (o2  sont  tous  deux  des  nombres  très  grands. 

Si  Ton  considère  dans  l’intégrale  deux  éléments  pour 
lesquels  oj  diffère  dê  7r,  la  somme  de  ces  deux  éléments 
sera 

.«“•(m-*— (ffl+ JT)-*)*»  —  ~ £d<0 

(approximativement).  On  voit  qu’on  peut  dans  l’ex¬ 
pression  de  M  considérer  les  limites  de  l’intégrale  comme 
des  multiples  entiers  de  27r,  si  co2  —  œ1  est  suffisamment 
grand. 

Mais  alors  on  aura,  si  œ1  =  co2  =  2m27t, 

S  (02  *2m27Z 

e^co-vdco  \ewi  a)~!1dü> 

M  _  Jü x _  _  "ïmjn _ 

a>a—col  O)a~0)1 

Jtfi  J((2  mjz + +  (2  (mt  + 1)  7t+K)~^1 1)jt  -f  h)-tJ—i)  e 

__ 

Mais  on  obtiendra  une  valeur  numériquement  plus 
grande  si  l’on  remplace  é*  par  1,  et  par  conséquent 
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\M\< 


m2—77i1—i 


7r^7((2(m1+ 


7i),J-  ((2  (m. 


_J - ) 

,-f^+l)  ny) 


et  comme  on  augmente  l’inégalité  en  remplaçant 
1  —1 


((2  (mJ-\-k)  -)-  1)  jr)^4 


par 


(2  (»?,+&+ l)jr)^ 


on  aura 


\M\< 


J±-±) 

\  coff  at%/ 


ù>2  -- 

quantité  qui  tend  vers  zéro  si  a>2  —  a>l  est  suffisamment 

/*  DO 

grand.  On  reconnaît  alors  que  la  moyenne  de  \exixfl^idx 

J(Û 

est  zéro  si  0<^<  1. 

SW 

e^x^-idx,  ft  est  plus  grand 
0 

que  1,  on  aura 


nCO 

\exix[i— 1 


emi  ù) 


1  *  1 


Lorenz  dit  bien  que  la  moyenne  de  e^co^1  s’éva¬ 
nouit;  mais  cela  n’est  pas  exact,  car  on  aura,  si  l’on 
nomme  cette  moyenne  M, 


M 


Stv2 

ea 

Cü1 


m  a dco 


K— 


expression  qui  peut  à  l’aide  .  d’intégrations  par  parties 
être  développée  en  une  série  semi-convergente,  dont  les 
termes  sont  de  la  forme 


Cpie^wV  —  e^gP) 


(o  —  <w2 
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Sw2 

exiXV—i(lx<i 

0)1 

qui  peut  être  négligé.  Mais  les  termes  de  la  série  et 
par  suite  la  série  elle-même  ne  s’évanouissent  pas  en 
général. 

NOTE  15.  Tant  nx  que  n&  sont  ici  des  quantités  de 
la  même  nature  que  a>- 


NOTE  16.  La  formule  (40)  ne  peut  en  général  être 
juste;  car  on  a 


6a(«8+l)i 


% 

et  par  conséquent,  en  différentiant  par  rapport  à  a, 


nx 


nt  ean i*  —  (?afl + 1) 


eai 


*9 

Si  l’on  prend  la  moyenne  de  lneanl,  le  second  terme 
s’évanouira,  mais  non  pas  le  premier.  La  somme  de  la 
série  (ou  bien  la  moyenne  de  cette  somme)  est  pour¬ 
tant  d’un  ordre  de  grandeur  plus  petit  que  celui  de 
chaque  terme  de  la  série  en  particulier. 


NOTE  17.  Gela  présuppose  que  ,  —,  ïlÜLyïhl 

OL  OL 

sont  tous  deux  des  quantités  très  grandes. 

NOTE  18.  Voir  la  note  14. 

NOTE  19.  On  a 

cPQ  ,  i  .  ,  , 

=  —  t  COS (f—  eX*~f-3>)dx 
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et 


Sm  a  i 

x~~*  cos  ( —  exf  -f-  x )  dx 

==  -~^cos( — exi-\-x) -^af~ * — l^-dx 

3 1*"  i 

-| —  ^  cos  ( —  sa;*  +  *)  dx 


sin  ( —  s  xi  +  x) 


!L  3  ?9 

„  e  cte®  ‘ 


Mais  d’après  la  définition  des  quantités  <o  le  premier 
terme  s’évanouit. 


Oz3 

NOTE  20.  Gela  suppose  que  est  très  grand. 

V 

1  -,  z\  est  très  grand. 

NOTE  22.  On  a  G  —  et  le  module  du  ‘ 

terme  où  entre  ai  est  égal  à 


A 

4 


ŸffV¥(MiTm. 


NOTE  28.  On  trouve  la  somme  des  séries  dans 
lesquelles  entre  P„( — cos  <p)  en  remplaçant  dans  les  for¬ 
mules  (26)  et  (27)  <p  par  <p~ f-7r. 

NOTE  24.  La  série  (66)  peut  Ôtre  déduite  de  l’équa¬ 
tion  différentielle 


à  laquelle  satisfait  qn. 

Pour  la  déduction  de  cette  équation  différentielle, 
voir  la  partie  6  de  ce  mémoire  intitulée:  Suite.  Réflexion 
totale,  diffraction. 

33 
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NOTE'  25.  La  formule  (66)  peut  s’écrire 

(*+*)‘-a)‘i  ,  ((n+iy '-(m /(«+!)•  «)‘\  i-s 
îs  “  1-1  2  +  l,  ■«»  jl . - . a*~ .  )  r.ï 

i  /(»+*)‘-gn  /(«+è)a-(§n  i-3-5 , 

Si  p  est  petit,  les  quantités 


sont  elles-mêmes  petites  et  peuvent  être  négligées,  et  si 
p  est  grand,  le  terme  de  qn  correspondant  à  cet  indice 
sera  lui -même  petit.  Mais,  si  l’on  peut  négliger  les 

quantités  (—),  ....  l’expression  représentera  pré- 

'  citent 

NOTE  26.  On  suppose  dans  ce  qui  suit  que  q„(a) 
et  qn(a')  peuvent  être  exprimées  par  la  formule  (67). 

NOTE  27.  Les  séries  sont  des  progressions  géomé¬ 
triques  dont  la  raison  est  e — «-!«(<*')  ou  6ne-  SN<t«(«')t 

Comme  qn  est  positif,  les  valeurs  de  b„  et  de  e»  sont 
toujours  plus  petites  que  l’unité. 

NOTE  28.  Si  l’on  développe,  bHi  m  suivant  les  puis- 

.  9%  -J-  1 

sances  croissantes  de  -~J-I ,  on  trouvera  que  le  coeffi- 

s  U  k 

cient  de  sera 

(-N+y  — 2(«t-(-l)j, 
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et  d’une  manière  analogue  que  le  coefficient  de 
dans  cn>m  sera 


-^+w^(N+w-^+»y 

NOTE  29.  L’exposant  de  e  dans  l’expression  en 
question  deviendra 


UTlt  +  W  ““  !)  inW  ±  U*')  > 

et  le  coefficient  de  ^  sera  ;=p  1  — 2m  — j—  1  correspondant 
à  —  4(a'),  ou  — 1  correspondant  à  +  ^n(af)* 

Si  pn>m  ou  yntm  est  développé  en  série  suivant  les  puis¬ 
sances  croissantes  de  les  coefficients  de 

deviendront 


2JV(JV-1)-/1/  1  \  2m+l\ 

^  (JV+l)-+i  %N  )' 


(i)  correspondant  à  yn>m  Pour  m  impair  ou  pair. 

NOTE  30.  Si  l’on  suppose  que  y  +  è  désigne  la 
distance  d’un  rayon  incident  à  l’axe,  on  reconnaîtra  que 
6  est  l’angle  l’incidence  et  ff  l’angle  de  réfraction,  tandis  que 
#  et  désignent  les  angles  sous  lesquels  le  rayon  ré¬ 
fracté  et  réfléchi  (une  ou  plusieurs  fois)  par  la  sphère 
coupe  l’axe,  ce  qu’on  voit  facilement  en  remarquant  que 
la  distance  du  rayon  au  centre  est  toujours  la^même  au 
dehors  de  la  sphère,  et  qu’elle  reste  aussi  constante  à 
l’intérieur  de  la  sphère. 

Les  développements  suivants  du  mémoire  prennent 
tous  comme  point  de  départ,  qu’un  terme  de  la  série 
qui  exprime  le  mouvement  lumineux  dont  l’indice  est  y, 
représente  le  rayon  incident  à  la  distance  v  de  l’axe,  et 

38* 
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que  la  partie  d’ùn  terme  d’indice  n  correspondante  à  b„ 
etc.,  représente  la  partie  du  rayon  réfléchie  m  fois.  -  * 

NOTE  31.  La  valeur  de  l’amplitude  est,  d’après 
mes  calculs,  21,326,  elle  de  l’intensité  454,80. 

NOTE  32.  On  reconnaît  immédiatement  que  les 
dérivées  par  rapport  à  a  des  quantités  qui  n’entrent 
pas  dans  l’exposant  seront  d’un  ordre  de  grandeur  plus 
petit  que  celui  des  dérivées  des  quantités,  qui  entrent 
dans  l’exposant.  De  même  on  voit,  si  l’on  ne  conserve 
que  les  termes  d’ordre  supérieur  dans  l’expression  (79), 
qu’on  peut  négliger  la  partie  de  la  dérivée  par  rapport 

à  <p  obtenue  par  différentiation  de  ]/  ^  ^a) 

'  7r«sin$5  ‘ 

NOTE  33.  Gomme  on  peut  admettre  que  o 

on  aura  à  $  ’ 

d(Fa)  __  à  (Fa)  dd  d(Fa) 
da  ~  dë"li  +  ~6a .  ' 

Mais 

Fm  *  U  — 

Où  *  est  composé  de  termes  qui  „e  eontienae*  pss  a, 
et  par  conséquent 

dFa  dUa) 

da  da  C0Sîÿ- 

NOTE  34.  v  ne  figure  dans  Fa  que  par  le  terme 

NOTE  35.  Gomme  on  sait  par  la  théorie  des  fonc- 
tiens  r,  on  a 
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où  â  tend  vers  zéro,  si  n  croît  infiniment.  Par  consé¬ 
quent  on  a  approximativement,  si  n  est  un  grand  nombre, 


(2  «)'-"+*  1  •  3  . . .  2  m  -  -  1  (2n)2n+l[7'(2w-f  l)'|s 

1 .3.5  ...  4 «  -f  1  2 -  4 ...  2 n  l ’(4a-f  2/[  f  (w-f l)]a 

(2"J n4"-"2 

1  '  2a  !  1  \  C  ) 


1/  2 TT  /4a  |  2y"+s  Vn  (n  f  l\s“ 
^  4a  |  2\.  0  )  ‘  a  |  il  c  ) 

<•(«<•)*» 1 1 

lM2a  |  l)|  2  (a  [■  1)  |*'‘+>  ’ 


3»+S 


expression  (jui.  comme  on  voit,  devient  infiniment  grande 

(((> 

en  même  temps  que  a,  si  0  ^  1  0j'>  1. 


NOTE  36.  Si  |  | — a  est  du  môme  ordre  de 
grandeur  que  «,  1  ,  1  ne  peut  pas  devenir  nul  ou 

très  petit.  Les  deux  limites  de  l’intégrale  peuvent  être 
regardées  comme  des  quantités  de  la  môme  nature  que  o>. 

On  voit  en  développant  l’intégrale  en  série  qu’elle 
peut  être  mise  sous  la  forme  d’une  somme  de  termes 
tels  que 


où  m  est  un  nombre  entier  et  Am  une  constante.  Mais, 
d’après  la  formule  (39),  cette  somme  doit  s’évanouir. 
(Voir  pourtant  la  note  14.) 


NOTE  37.  On  a 

l*-3\..(2» 1)*(2»+1) 


/’(2»-|-2)/’(2w) 
22»  T(a)  /’(a  |  1)  ‘ 


Si  l’on  se  sert  de  la  formule  citée  dans  la  note  35,  on 
obtiendra  l’expression  donnée  dans  le  texte. 
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NOTE  38.  On  reconnaît  par  la  formule  (66)  ou  (67) 
que,  dans  le  cas  cité,  ej-j -w%n  n’est  pas  d’un  ordre  supé¬ 
rieur  que  l’unité.  Par  conséquent  *>»«>„  ne  peut  pas 
être  d’un  ordre  plus  grand  que  l’unité. 

NOTE  39.  On  suppose  ici  que  «,  n  m  et  n  '■  m 
sont  des  nombres  très  grands.  Dans  cette  hypothèse  or» 
peut  appliquer  la  formule  citée  dans  la  note  Uf»,  et  l'on 
obtiendra 


(n— »i-f  1)  («-»»••}- 2) . . .  (w-j-m)  1  -3  ...  (2w—l) 

o*« . *  24... 2m 

/’(>/+»«■  f-l)/’(2'w  |  1) 

2 -m-|  l)[/’(w  |  1)|3 

__  e-ïm+t  (n.|-w„|.  l)»+i+*(!2»«  I  l)î“d 
”*  %im+iaîmVn{n--m-\  1)»  BIU(w<  |  ‘ 


Mais,  comme  w-j-jw-f  1  est  très  grand,  on  aura 


(n-f-m-j-l)n+i+»  »“  («-(-»»-)- 1  ~f 

■=»  j))*+,n+ i  gi  t 

et  de  la  même  manière 


„ W  ) 

«  i  f  1)1 


(»— —  (n—m  j-|)» 

(2w+l)îm+i  _  (2»»)«*+ic, 

où  l’on  voit  pourtant  que  toutes  ces  expressions  ne  sont 
qu’approximatives.  En  introduisant  ces  valeurs  dans 
l’expression  trouvée  ci-dessus,  on  obtiendra  l'expression 
du  mémoire. 


NOTE  40.  Les  terme*  -■  etc.,  do  la 

série  qui  représente  F(m)  sont  ici  Négligés.  (Jela  sera 
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permis,  si  P  on  peut  supposer  que  Tordre  de  grandeur 
de  m  soit  inférieur  à  celui  de  n .  Mais,  comme  on  le  voit, 
les  termes  de  la  série  (66)  deviennent  très  petits,  si  Tordre 
de  grandeur  de  la  quantité  m  s’approche  de  celui  de  n . 

NOTE  41.  Mes  calculs  donnent  0,5172. 


NOTE  42.  Pour  vérifier  les  formules  (105)  et  (106), 
il  est  nécessaire  de  former  le  produit  et  la  somme  des 
carrés  des  séries  qui  figurent  dans  leurs  seconds  membres. 
On  voit  immédiatement  que  les  résultats  de  ces  opérations 
seront  des  séries  procédant  suivant  les  puissances  crois¬ 
santes  de  e.  Si  nous  formons  vn(a)wn{a ),  le  coefficient 
de  eZq  sera 


Nous  appellerons  KZq  la  série  entre  crochets  et  nous 
chercherons  à  sommer  cette  série. 

On  a,  comme  on  sait, 

r(n)r(m) 

f(n  -f  -  m)  \(f+1),?+m 

(le  second  membre  étant  la  fonction  eulérienne  désignée 
par  B),  et  par  conséquent 


■*  +  #- 


3g— -3!  3!  ‘  ^ 
(f+  1)«+* 


-3+|  3i! 


Î6Ï  +  ---) 


Si  a  et  a  désignent  les  deux  racines  cubiques  ima¬ 
ginaires  de  l’unité,  l’expression  ci-dessus  peut  s’écrire 


.  i  r(g + f  )'fir  *  [(g* + îyn-  («#+1)»+  (^+i)8?]  <% 

'3  32!  \  (f+lfH 

♦■'O 


expression  qui  peut  être  tamsfornit’*!'  m 


Kh  _  f'  *)*  !  («•'*  ;  UH  •  («.r  1 

3?!  J4 

ou,  sous  une  forme  pins  eowienm», 

(1)  *  !)**• 

HÏ  J  (x’;  i)Hî  * 

En  Intégrant  pur  parties,  on  en  Miit 

(2)  K*,  —  A?  ‘  i)  -h  +  â  LiVW  .  I  )*«  *  i  ,/j. 

3<fl  *q  1  ;  ir..M 

et,  en  remplaçant  »  par  i. 

(3)  Kiq  ~  AH ■■  I) 3 </  •  t-  2 l*2‘(«-r  i  I)’»  » 

:i?i  Xÿ  l-  >  ip*«H  rf<r- 

En  additionnant  ces  deux  «xprowà.iw,  „„ 
2Z8î«ZM-Î)3?  i-sÇhaw.f,  j  t} 

3gl  Hg.j.  j  y  (»•  Ip"H  ,ijt 


-  8(%+2)(32+3)iï:l,+1...  a/J?  H)%  !  Æwq«.r  i  1>**n#te. 

. .  i  J  1  i  iÿftuj  r 

ou  bien  *1  , 

3'K*»+|)'(3^+2)(3|+3)  >»  Afy  î':ï),%  !  2  i ;  1)**+*^  ; 

J«>  V|  r'»i  ’ 


ce  qu’on  voit  on  muplawml  diuis  |« 
«quation  (i)Jïi,p,H.MprSK|0 


premier  niofiiim*  do 
ün  «»ra  par  t-utt. 
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(6) 


2 +2  +  1+1)  ^2ax(ax- f-  Ÿfq+2dx 
3(9+1)!  )  (a.'s+  l)«+'+t 

2  +2  + 1  + 1)  \  ü  {ox +  1)8«+2  dx 

3(2+1)!  \  (pd  -f-  l)î+‘+f  ’ 


où  la  dernière  expression  s’obtient  en  remplaçant  x  par  — . 

CO 

Par  conséquent  on  aura 


K  -  2Ag+f)  &(ax+iy-ldx 
31  3  q\  ^  (**+1)®+*  ’ 


et,  après  intégration  par  parties, 

™  K  2 +2+1)  3  9+ 2  dx\ax-\-  Ÿfqdx 

H  3 q\  3q  J  (æa+  l)«+3+l 

=  2+2+!) .  D«+«x+ 1+  dx . 

3  q\  3  q  Va;3  +  l)î+1+l 


par  où  l’on  obtient,  en  ajoutant  la  première  expression 
au  double  de  la  seconde, 


f9)  Kg  2  +g  + 1 +1) D(«*+ 1  Y*+*-2(ax+ l)8® 

W  *  3q!3q  ^  (<*+ 1)*+‘+* 

==  2 +2+ 1+1)  fëax(ax+  Ifo+^-E^jax+Vfi^ 

3q\3q  J  (a;8  +  l)î+1+t  ’ 


et,  en  additionnant  de  nouveau  ces  deux  expressions, 


(10) 

(11) 


2-fi+  = 


^J±!>  (3  2+l)  (3  ç+2)  (3  2+3)  -  ^±i}  Ks, 


- _ (^2  +  1)+? _ 

■8(î+1)  -(32+l)(32  +  2)(32  +  3)- 
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Mais  on  a 

4)’  =  *Vïr(l), 

et  on  reconnaît  alors  facilement  que 

¥{q—  2  +  È)  nï) 

K*t  = : 

“  fgï 

D’une  manière  analogue  on  peut  sommer  les  autres 
séries,  qui  représentent  dans  vnw„  et  dans  vl-\-w„  les 
coefficients  des  puissances  de  e. 

NOTE  43.  On  fait  iei  l'hypothèse  que 
a>n-\-\>  d. 

NOTE  44.  Les  termes  de  la  série  qui  représente 
i%(a)  seront  de  la  forme 

Am#* 

am~i  5 

tandisque  les  tenues  des  séries  qui  représentent  8  ou  à 
seront  de  la  forme 

Bmz™ 

CLm 

où  Am  et  Bm  sont  indépendants  de  a. 

NOTE  45.  Dans  ce  qui  suit  on  présuppose  que 
Téquation  (68)  est  valable  pour  la  variable  a. 

NOTE  46.  g»(a)  croît  toujours  en  même  temps  que  n, 
ce  qu’on  reconnaît  par  l’équation  (66).  Si  a— (w+|)  est 
positif  et  d’un  ordre  de  grandeur  supérieur  à  celui  de  aJ ,  gu 


peut  être  exprimé  par 


a 


1 

Par  conséquent  qn(a)  sera  d’un  ordre  plus  grand  que 

p_ 

l’unité,  si  a  —  n<aq ,  où  j  est  une  fraction  propre¬ 
ment  dite. 

NOTE  47.  En  vertu  de  l’équation  (63),  Xn  est  nul 
pour  a  =  0,  et  en  vertu  de  l’équation  (64) 


Mais  comme  qn  croît  rapidement  avec  n,  si  n~>a,  on 
voit  que  Xn  décroît  très  vite  avec  la  même  quantité. 

NOTE  48.  Voir  le  développement  qui  suit  dans 
le  texte. 

NOTE  49.  On  obtient  cette  expression  en  rempla¬ 
çant  la  sommation  de  la  série  par  une  intégration. 

NOTE  50.  Je  ne  puis  reconnaître  la  légimité  du 
raisonnement  de  Lorenz.  Mais  l’ordre  de  grandeur  de  r 
étant  celui  de  aJ,  l’ordre  de  rf  sera  celui  de  a”*,  et 
dans  l’expression 

Si  S^ 

fiu+z(a)  =  Ma)  "H  ajrp  JTg  •  •  • 

le  second  terme  sera  du  même  ordre  que  d~ et, 
comme  on  le  reconnaît  facilement,  le  résultat  de  Lorenz 
subsiste  néanmoins. 

NOTE  51.  Les  expressions  citées  sont  les  coefficients 
de  knkm,  s„~sm  ou  de  knsm.  On  voit  immédiatement  que 
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lîJÏP»  dPm.  dPn(PP, 


) 


\dl\  <u\„  ;» 

î  f/y  f/y 


■  ^("rfÿ1  rfy  ^  rfy  rfy* 

Comme  on  sait,  la  fonction  /*«(<• twy)  satisfait  u  if'<|tt)ttinti 

v£ap  ^  p 

-$+«**%'•*  *(*i  *)/;  -  ». 

Par  conséquent  on  aura 

l  r[  df>*  rfy*  ^  sin'y  rfy  rfy  /'V 

==Jsiny[^C0ty^"  +  M(»4  l)p#)(wly^Vj  #,{W  .  l)/’w 

,  1  dPmdPn\  , 

sm^üÿ  “P* 

Si  l’on  pose  cos  y  -»  »,  cette  expression  peut  «'écrire 

/i-M 


Sf 


!)«(»«  î  1  )  Pu  Pm  i  $ 

1  rfar  rfa 

Si  l’on  pose  »>*»,  tous  les  termes  de  cette  expression 
s  évanouiront,  à  l’exception  <te 

/Vrl 

*  “USe  â6  h  re,sli0"  «mu»  ÿ.P.to  „  o,  .i 

P  polfu‘,,ne  ^  *•  'l'WV  lufi’riViir  i,  ,.,.|„i 

•P».  Mats  cette  expression  est  égale  à 


fAr. 
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l)æPmPn+2Pn 


dPm 


Mais 


dx 


+1 

— i 


dPm 

dx 


s’évanouit  tant  pour  x  =  -f- 1  que  pour  x 
vertu  de  la  relation 


-1,  en 


(  1  —  P)  —  2  a; 


dx 2  dx 

Si  n  =  m,  en  se  servant  de  la  relation 

^  — i 

on  aura 


m(m-\~l)Pm  =  0 . 


dx 


dx 


*+i 


dPn 

% - n 

dx 


<»+ !)*.)•+ (g)' 


dx 


dPn- j 
dx 


S, 

JÎt)+ 


(dPn\ 

\dx) 


+  n4Pî 


& 


p  ÆP«-i+l_  p  ^P, 

dx  T  ”  & 


+i  2w4 

T2w  +  1 


m(w-(- l)-j-w(w — 1)-(- 


2  m4  2  «*(«-}- 1)* 
2w+l  =  2w+l  ' 


NOTE  52.  Gela  implique  la  supposition  que  N  est 
très  grand,  supposition  qui  est  faite  à  la  fin  du  mémoire 
«Théorie  de  la  dispersion". 


NOTE  58.  On  suppose  ici  que  la  lumière  transformée 
(émise)  par  le  système  de  sphères  est  absorbée  par 
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ce  système,  hypothèse  dont  l’admissibilité  est  très  dou¬ 
teuse.  Mais,  quand  bien  même  cette  hypothèse  serait 
admissible,  on  ne  peut  pas  admettre  que  chaque  sphère 
d’un  système  composé  de  plusieurs  couches  absorbe  la 
même  quantité  de  lumière. 


NOTE  54.  <£  est  ici  très  grand  en  comparaison  de 
a  et  par  suite  N  est  très  grand. 


NOTE  55.  Les  expressions  de  pn  et  qn  ne  sont  pas 
tout  à  fait  exactes.  On  a 


P*  = 


l**i? . . .  l)*(2n-j- 1) 

~  flîo+l  1 


«'  Vn(a')  -f-  N2nv„(g') 
a' K  (a')  —  JV2(n-j-  t)vn(a!)  ’ 


et  si  i  est  une  racine  de  l’équation  pn  =  0,  la  valeur 
pn  pour  d  étant  très  petit,  sera 


Lorenz  suppose  que  N  est  constant,  quoiqu’on  ne 
puisse  savoir  s’il  en  est  ainsi  en  réalité,  et  qu’on  doive 
plus  correctement  supposer  que  N  est  une  fonction  de 
x.  Dans  l’hypothèse  de  Lorenz,  on  a 


Mais  en  vertu  des  équations 


et 


a'®i(a')+N!»®„(a')  =  0 


les  quantités  <(„■)  et  «■>(*,  peOTen,  être  de 

JP*,  et  on  obtiendra 
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pn  = 


-n- 


n(n-\- 1) 
W 


£_ 
N 2 


2  N'‘ 


¥-3\..(%n—iy  â 


a 


fin+l 


i  ’ 


mais  comme  -^  =  «2,  on  peut  négliger  ce  terme  et  le 
résultat  sera 

W—  1 


Pn 


~w 


»(»+  i)+^w2 


l8-3a...(2w— l)8  J 
a2B+l  ' 


La  formule  (112)  peut  être  employée  à  calculer  la 
valeur  de  qn.  On  aura 

•  <{a)vn{o!)  +  N\on{a)v:(a’y\ 


in  == 


âa 

'T 

âa 
'  i 


Nv„(a)v'n(a')-v'n(a)vn(a') 
vn(a')wtt{a)(l-N 2) 


[iV  v„(«)  v'n(a')  —  v'n(a)  vn(a') 

Mais  comme  a'  est  racine  de  l’équation 
aNv’n{o!)  +  nvn{o!)  =  O, 

on  obtiendra  facilement,  en  négligeant  les  puissances 
supérieures  de  a, 


q« 


a 


r2n~l 


(!-**)  y. 


)o°- 


